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TOUT PROGRÈS SUR UN POINT CAPITAL DE LA SCIENCE, 
NE PEUT MANQUER D'AVOIR D'IMPORTANTES CONSÉQUENCES 



Veterî philosophe» simi±em, melius est te 
progredi quam Mis te non procedere affir- 
mantibus respondendi tempus perdere. 



AVANT-PROPOS. 



Le 5 juillet 1869, j'ai eu l'honneur de remettre au 
secrétariat de l'Académie des sciences, Institut de 
France, un manuscrit sur un nouveau moyen de le- 
ver la difficulté de la théorie des parallèles. 

A ce sujet, un rapport favorable, approuvé par 
MM. les membres de la section de géométrie, fut lu, 
le 1 3 décembre dernier, au sein de cette Académie 
qui s'est occupée des parties principales de ce manu- 
scrit pendant trois séances, celles du 13 et du 17 dé- 
cembre 1869 et celle du 3 janvier 1870. 

A cette dernière séance, il fut dit qu'en 1849 M. An- 
gelo Genocchi, de Turin, avait fait insérer dans le 
tome VIII, p. 312, des Nouvelles annales de mathéma- 
tiques de MM. Terquem et Gérono, au nom de Fau- 
teur, M. Camillo-Minarelli, un travail semblable au 
mien sur la valeur constante de la somme des angles 
de tout triangle rectiligne. 

Qu'il me soit donc permis de dire, comme c'est la 
vérité, que j'ignorais complètement cette théorie de 
M. Minarelli, tout autant que la plupart des savants, 
et d'affirmer avec toute l'énergie et toute la conscience 
d'un honnête homme que toutes mes idées pour dé- 
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montrer la somme constante des angles de tout trian- 
gle recliligne, me sont venues par la méditation de la 
huitième édition de la Géométrie de Legendve; que plus 
tard sa douzième édition m'ayant été prêtée par un 
ami, je fus très-étonné d'y trouver ma première idée 
mère voilée et mal appliquée au bas de la page 279, 
dans un article traduit de l'anglais du Philosophical 
Magazine de mars 1822 ; enfin, que tous mes lemmes, 
bases de mes démonstrations précitées, m'appartien- 
nent personnellement, excepté le lemme 4 connu depuis 
longtemps sur l'inclinaison d'une oblique à une droite. 

Du reste, tout leur ensemble comprenant plus de 
trente pages est autrement profond, rigoureux et 
achevé que le travail de moins de trois pages de M. Mi- 
narelli, dont le lemme principal 2 est loin d'avoir toute 
la portée qu'il lui supposait. 

De plus, sur la somme des angles d'un triangle, 
M. Minarelli ne donne qu'une démonstration fort cri- 
tiquable ; j'en donne trois qu'on ne peut critiquer à 
moins de renier le Postulation d'Euclide, outre deux 
autres telles que je les ai présentées d'abord à l'Aca- 
démie des sciences. Ce sont ces deux dernières que 
plusieurs critiques ont attaquées. 

Toutes ont ainsi rejeté l'idée intuitive de la direc- 
tion de la ligne droite sur laquelle s'appuient mes rai- 
sonnements. 

J'en ai été d'autant plus surpris que toute la géo- 
métrie consacrée par l'enseignement depuis tant de 
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siècles repose sur cette idée, unanimement admise 
comme premier axiome fondamental. 

Quoi qu'il en soit, je livre au public les résultats de 
mes méditations sur de grandes difficultés de la géo- 
métrie, en comptant sur son indulgence dans une 
théorie si ardue et en voulant lui épargner des re- 
cherches stériles. On y verra des preuves que la géo- 
métrie non euclidienne, comme géométrie pure, est 
impossible. 

J'espère qu'on ne trouvera pas trop tardive ma ré- 
ponse ainsi accompagnée de ces preuves, en considé- 
rant que sur cette difficile matière l'illustre Gauss a 
réfléchi cinquante ans, sans rien éditer à ce sujet. 

Pour le but que je me propose, rien n'est plus im- 
portant que l'examen, non suffisamment approfondi 
jusqu'ici, de l'origine et des caractères des parallèles. 

J'emploierai le mot horizontale pour la facilité du 
langage. Imaginons sur un plan une perpendiculaire 
à une horizontale, et sur celle-ci un point à gauche de 
la première. 

Autour de ce point faisons tourner de droite à gau- 
che, au-dessus de l'horizontale, une ligne droite d'a- 
bord couchée sur cette dernière. 

1° comme je le démontre au lemme 4 f l'angle inté- 
rieur formé par cette ligne indéfinie et par la perpendi- 
culaire illimitée qu'elle rencontre d'abord, décroît de 
plus en plus, jusqu'à s'annuler mais seulement à l'infini. 

2° simultanément et tant que l'angle d'inclinaison 
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de la ligne mobile sur l'horizontale reste aigu, les dis- 
tances des points successifs de celle-là à la perpendi- 
culaire qu'elle rencontre vont en décroissant de plus 
en plus, jusqu'à s'annuler à ce point même d'inter- 
section, comme je l'ai démontré à l'occasion du 
lemme 6 et de la figure 6. 

3° un mot aussi sur le mouvement de rotation 
dont il s'agit. Puisque deux droites qui ont deux 
points communs coïncident dans toute leur éten- 
due, et que la droite mobile et la perpendiculaire res- 
tent toujours distinctes, les points de la première qui 
forment son prolongement au delà de la seconde, ne 
pourront traverser celle-ci qu'un à un. Et cependant à 
l'infini, quand leur angle intérieur sera devenu nul, 
tous les points du prolongement illimité de la pre- 
mière auront passé en deçà de la seconde par rapport 
au centre de rotation. Il vaudrait mieux éviter la dif- 
ficulté que présente ici le mouvement en recourant 
immédiatement à l'idée de limite. 

À ce moment précis où cet angle-là s'annule, la 
droite mobile atteindra^ gauche de la perpendiculaire 
qu'elle cesse de rencontrer, une position déterminée, 
limite commune des droites sécantes et des droites 
non sécantes par rapport à cette perpendiculaire. 

Dans cette position-limite la droite mobile est dite 
parallèle à cette même perpendiculaire. 

L'angle formé vers celle-ci par la parallèle et par 
l'horizontale se nomme angle de parallélisme. 
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Cet angle est-il droit ou aigu? Voilà la question la 
plus délicate de la géométrie dans ses bases. 

Si cet angle était aigu, la distance des points de 
l'une des parallèles à l'autre aurait zéro pour limite à 
l'infini, comme le confirme déjà sa loi de variation pré- 
cédemment exposée, et jointe à la loi de continuité: 
Tune de ces parallèles serait donc asymptote de l'autre. 

Mais si cet angle est droit, cette distance aura à 
l'infini une limite différente de zéro ; c'est ce qui a 
lieu effectivement. 

Si ce même angle était aigu, par un point extérieur 
à une droite, on pourrait lui mener deux parallèles 
dont chacune répondrait à un seul sens de prolonge- 
ment de cette droite-là. Mais s'il est droit, par le point 
on ne pourra mener à la droite qu'une seule parallèle. 

Avant de pouvoir décider si l'angle de parallélisme 
est droit ou aigu, remarquons que les parallèles con- 
serveront toujours dans l'un et l'autre cas si différents 
des caractères généraux qu'il importe de signaler. 

Par un point il y a certes une vraie parallèle à une 
droite donnée. Outre sa propriété d'être avec celle-ci 
sur un même plan, elle possède deux autres carac- 
tères : 

1° Celui d'être la limite absolue des sécantes de 
cette droite ; 

2° Celui de ne pas rencontrer cette dernière et d'ê- 
tre ainsi la première de ses non- sécantes. 

Or ? sur le même plan, toute sécante particulière de 
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cette droite, abstraction faite de toutes les autres sé- 
cantes placées à sa suite sur la gauche, est une limite 
relative à toutes les sécantes plus penchées vers la 
droite, et conserve ce caractère en chacun de ses 
points. Si donc on suppose que cette sécante particu- 
lière ne rencontre pas la droite donnée, elle se sera 
approprié tous les caractères essentiels ou toutes les 
propriétés mères de la vraie parallèle, et par suite cel- 
les qui en sont des conséquences. 

C'est là une remarque importante qui n'avait pas 
encore été faite, et qui contient la raison pour laquelle 
on ne rencontre aucune absurdité rationnellement sai- 
sissable dans la suite des conséquences de la supposi- 
tion dont je viens de parler. J'ai été ainsi conduit à 
poser que la géométrie non .euclidienne qui en résulte, 
quoique réelle comme science de nombres et de com- 
binaisons, ne Test pas comme science de lieux géomé- 
triques non mesurés. J'en donne d'ailleurs des 
preuves. 

D'après cela, on ne doit pas s'étonner de la géné- 
ralité des quatre propositions suivantes dans le sens le 
plus indéterminé de l'angle de parallélisme, telles 
qu'on les trouve dans les études géométriques sur la 
théorie des parallèles par N. I. Lobatschewsky, tra- 
duites par M. Houël et publiées par M. Gauthier- 
Villars, imprimeur-libraire à Paris, opuscule qui peut 
initier le lecteur à tous les secrets de la géométrie non 
euclidienne. 
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« 1° Une ligne droite conserve ses caractères de 
parallélisme en tous ses points. 

« 2° Deux droites sont réciproquement parallèles. 

« 3° Sur un plan ou dans l'espace, deux droites paral- 
lèles à une troisième sont parallèles entre elles. 

« 4° Lorsque trois plans se coupent deux à deux 
suivant trois droites parallèles, la somme des trois 
angles dièdres intérieurs est égale à deux dièdres 
droits. » 

Cette communauté de propriétés mères, dans l'une 
ou l'autre supposition que l'angle de parallélisme soit 
droit ou aigu, coexiste cependant avec deux dévelop- 
pements distincts de la science, dans chacun desquels 
toutes les parties se tiennent étroitement les unes aux 
autres. 

En effet, dès qu'on touche au difficile problème, soit 
de la rencontre de deux droites sur un plan, soit de la 
somme des angles d'un triangle rectiligne, on trouve 
toujours deux systèmes géométriques opposés comme 
deux grandes branches dans lesquelles se bifurquerait 
le tronc commun de la géométrie euclidienne et de la 
géométrie non euclidienne. Ce tronc commun se com- 
pose des propriétés fondamentales du plan et de la 
ligne droite, des angles et des triangles rectilignes, 
des perpendiculaires et des obliques , et même des 
quatre propriétés mères des parallèles, inhérentes à 
la définition générale de celles-ci, comme nous l'avons 
vu plus haut. On peut y ajouter encore les propriétés 
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des droites perpendiculaires ou obliques à un plan, et 
celles des plans perpendiculaires entre eux, ainsi que 
celles des angles dièdres et leur mesure. 

Voici les propositions principales de ces deux géomé- 
tries où à une hypothèse identique ou du moins ana- 
logue correspondent des conclusions plus ou moins 
opposées. 

1° Lorsque deux droites sont perpendiculaires à 
une troisième , ou les perpendiculaires menées des 
points de l'une de celles-là sur l'autre sont toutes 
égales ; ou bien elles vont en augmentant de plus en 
plus à partir de la troisième dans l'un ou l'autre sens. 

2° Lorsque deux droites sont perpendiculaires à 
une troisième, ouïes pieds des perpendiculaires menées 
des points de la première sur la seconde s'éloignent de 
celui de la troisième au delà de toute limite; ou bien, 
ils ne s'en éloignent pas au delà d'un certain point- 
limite sur la seconde. 

3° Lorsque deux droites se coupent obliquement, ou 
les pieds des perpendiculaires menées des points suc- 
cessifs de Tune sur l'autre s'éloignent indéfiniment de 
leur point d'intersection; ou bien ils ne s'en éloi- 
gnent pas au delà d'un certain point-limite. 

4° Dans tout triangle rectiligne, ou la somme des 
trois angles est toujours égale à deux angles droits; ou 
bien elle est toujours inférieure à cette dernière 
quantité. 

Cela résulte de ce que la somme des trois angles de 
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tout triangle rectiligne ne peut surpasser deux angles 
droits et de ce que, si cette même somme était égale 
à cette quantité dans un triangle, il en serait de même 
dans tous les triangles rectilignes possibles. 

5° Lorsque deux parallèles rencontrent une droite 
à laquelle Tune d'elles est perpendiculaire, ou l'autre 
est aussi perpendiculaire à cette droite; ou bien elle 
lui est oblique. 

6° Si l'angle de parallélisme est droit, deux paral- 
lèles sont partout également distantes. Mais si l'angle de 
parallélisme était aigu, deux parallèles indéfinies iraient 
en se rapprochant de plus en plus sans jamais pouvoir 
se rencontrer : elles seraient asymptotes l'une de l'au- 
tre. 

7° Si l'angle de parallélisme est droit, la somme des 
trois angles de tout triangle rectiligne est égale à deux 
angles droits, et réciproquement : il existe alors des 
figures semblables. 

Mais si l'angle de parallélisme était aigu, cette 
somme-là serait toujours inférieure à deux angles 
droits dans tout triangle rectiligne, et réciproquement: 
alors il n'existerait point de figures semblables. 

Nous pourrions continuer une longue série d'alter- 
natives analogues. Dans toutes ces propositions dou- 
bles, les premiers états ont entre eux une telle con- 
nexité que l'un quelconque entraîne tous les autres 
comme conséquences nécessaires. Il y a là même 
dépendance réciproque entre tous les seconds états. 
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L'ensemble de tous les premiers états appartient à 
la géométrie que nous a léguée Euclide, qui vivait vers 
l'an 320 avant l'ère chrétienne. L'ensemble de tous 
les seconds concerne la géométrie non euclidienne, 
dont la trigonométrie rectiligne est actuellement faite 
et comprise dans un système possible d'équations 
nécessaires et suffisantes, compatibles entre elles. 

Si l'on veut nier une proposition de la géométrie 
euclidienne en dehors du tronc commun dont nous 
avons parlé, on retombe immédiatement sur une autre 
opposée de la géométrie non euelidenne, sans qu'on 
trouve, selon les auteurs de celle-ci, aucun indice 
d'impossibilité ou d'absurdité. Mais c'est trop dire; 
car il ne faut pas oublier qu'ils l'ont appliquée à la 
surface plane et à la ligne droite auxquelles elle est 
contraire dans tous ses résultats. 

1° Lorsque sur un plan deux droites qui se rencon- 
trent en un point quelconque viennent y faire un angle 
nul, la distance de chaque point de l'une à l'autre est 
constante comme étant partout égale à zéro. 

De même, deux parallèles ou deux droites d'un plan 
qui se rencontrent à l'infini, y font entre elles un 
angle nul. 

Or, la distance de chaque point de l'une à l'autre 
est constante, si l'angle de parallélisme est droit ; mais 
elle serait variable en décroissant de plus en plus 
jusqu'à s'annuler à l'infini, si l'angle de parallélisme 
était aigu. 
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Cette variabilité comparée à la constance précédente 
dans les deux premiers cas, semble en désacord avec 
la loi de continuité. 

Deux droites qui ont une partie commune, même 
infiniment petite, coïncident dans toute leur étendue. 
Or, dans la géométrie non euclidienne, il y aurait des 
droites parallèles qui faisant entre elles à l'infini une 
distance nulle (*) et un angle nul sembleraient avoir au 
moins une partie commune infiniment petite, et qui 
pourtant seraient très-distinctes Tune de l'autre. 

En d'autres termes, la séparation, sur un plan, de 
deux droites convergeant vers un point situé à l'infini 
et y faisant entre elles un angle nul, semble contra- 
dictoire à la coïncidence entière, sur un plan, de deux 
droites concourant vers un point même indéfiniment 
éloigné et y faisant entre elles un angle nul, droites 
qu'on pourrait dire aussi, comme les premières, con- 
vergeant vers un point situé à l'infini et y faisant entre 
elles un angle nul. 

Ces résultats disparates dans la même géométrie 
non euclidienne, rendent peu probable la réalité de 
celle-ci. 

2° Elle n'acquiert pas plus de certitude par l'absence 



(*) Je dis une distance nulle pour une distance-limite nulle; 
un angle nul pour un angle-limite nul, et la distance de deux 
droites pour les distances des points successifs de l'une a 
l'autre. 
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de contradiction franchement et rationnellement ac- 
cusée dans les figures finies, parce que cela était déjà 
prévu dès la supposition de la fausse parallèle, même 
indéterminée, qui s'est approprié tous les caractères 
essentiels de la vraie. D'ailleurs, les impossibilités se 
font bien sentir dans les figures infiniment grandes. 
On a trop facilement admis des droites séparées et 
faisant ensemble à l'infini une distance nulle et un 
angle nul. Que les erreurs s'accumulent dans des 
figures plus ou moins complexes? Les impossibilités 
ne manqueront pas d'apparaître. 

Voici quelques preuves à l'appui de cette asser- 
tion. 

Premier exemple. Considérons sur un plan illimité 
la suite continue et indéfinie 
des triangles isocèles dont les 
cercles circonscrits auraient le 
même centre 0, et dont les 
sommets seraient respective- 
ment sur les mêmes trois droites données, oa, ob, og, 
et issues de ce point-là ; déplus, partageant la somme 
des quatre angles droits tout autour de o en trois par- 
ties dont deux aob, aog, soient égales avec une valeur 
commune quelconque. 

Chacun des deux côtés égaux, tels que ab, ag, de 
chaque triangle est coupé en parties égales et à angles 
droits par la bissectrice de l'angle au centre auquel il 
est opposé. 
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Toutes ces propriétés appartiennent à la fois à la 
géométrie euclidienne et à la géométrie non eucli- 
dienne. 

Mais dans celle-ci chacun des deux côtés égaux AB, 
AG, du triangle infiniment agrandi ABG, atteindrait 
un point-limite sur la bissectrice de l'angle au centre 
aob ou aog, auquel il est opposé. Or d'après les for- 
mules de la trigonométrie rectiligne non euclidienne, 
les angles du triangle ABG doivent être nuls, ce qui ne 
peut avoir lieu qu'autant que ses côtés égaux AB, AG, 
symétriques par rapport à AO, coïncident avant tout 
avec cette bissectrice fixe de leur angle , au moins 
partiellement, mais alors entièrement, puisque deux 
droites qui ont une partie commune, même infiniment 
petite, doivent coïncider dans toute leur étendue. Or 
AB et AG restent distincts et séparés, puisque le pre- 
mier passe par un point-limite de la bissectrice de 
l'angle aob, et le second par un de la bissectrice de aog. 

Il est donc manifeste que la géométrie non eucli- 
dienne est incompatible avec la ligne droite et la sur- 
face plane. 

Gauss, dans sa correspondance avec Schumacher, 
datée de Gœttingue, 12 juillet 1831, en donnant pour 
indication du triangle infiniment grand ABG celle-ci : 



à. 
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s'est trompé et devait présenter la suivante : 




Il est donc aussi certain que les auteurs mêmes de 
la géométrie non euclidienne n'y ont pas assez réflé- 
chi dans les endroits délicats et sensiblement fautifs. 
Second exemple. Considérons un système de deux 
parallèles CD, BA, dans la supposition que l'angle de 
parallélisme DCB, déterminé par CB perpendiculaire à 
BÀ, soit aigu. 

Je rabats ce système DCBA par une 
première rotation autour de CD en 
DCB,A t ; puis par une deuxième autour 
de BjA, , en AJ^CJ), ; ensuite par une 
troisième autour de C t D 4 , en D^I^A,; 
et ainsi de suite indéfini- 
ment. 
La ligne brisée régulière d'un nombre indéfini de 

côtés CC t C 2 , ne pourrait jamais traverser la 

droite illimitée BA. Toutes les perpendiculaires au 
milieu de ses côtés et toutes les bissectrices de ses an- 
gles, convergeraient vers un point situé à l'infini, et 
deux à deux quelconques seraient parallèles, puisque 
deux droites parallèles à une troisième sont toujours 
parallèles entre elles. 
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Comment concevoir distinctes, même à l'infini, un 
nombre illimité de droites qui deux à deux quelcon- 
ques fassent une distance nulle et un angle nul, et sur- 
tout les deux extrêmes qui satisfassent aussi à ces deux 
conditions , sans entraîner la coïncidence de toutes 
les lignes intermédiaires entre elles et avec ces deux- 
là? 

Pour montrer une complication plus grande encore, 
on peut ajouter qu'il existerait une ligne courbe pas- 
sant par tous les sommets C, C 1? C 2 ,. . . . et nommée 
horicycle par Lobatschewsky. 

Si Ton prenait Ja longueur BC plus petite, l'angle 
aigu de parallélisme DCB deviendrait plus grand; la 
seconde ligne brisée régulière qui en résulterait serait 
intérieure à la première, comme l'horicycle circon- 
scrite à la seconde le serait à celle qui envelopperait 

la première ; et ainsi de suite : on finirait par 

une horicycle tangente en B à la droite BC. 

Si Ton faisait faire à cette dernière horicycle une 
révolution complète autour de Taxe BA, elle engen- 
drerait une surface que Lobatschewsky appelle horis- 
phère. 

On aurait ainsi dans l'espace une suite continue et 
illimitée de droites parallèles qui se rencontreraient 
deux à deux à l'infini sous une distance nulle et sous 
un angle nul, et certes, qui coïncideraient toutes à 
l'infini et conséquemment dans toute leur étendue. 

Or, elles seraient distinctes comme partant de points 
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différents. Donc la supposition d'un angle aigu de pa- 
rallélisme est fausse. 

Troisième exemple. 

<*■ Voici quelque chose 

de bien plus simple et 
plus étendu. Soient sur 
un plan illimité deux 
q 2 cTb c[cl droites indéfinies BA, 

XX', perpendiculaires entre elles. 

Toutes les droites qui joignent un point quelconque 
de BA à tous les points en nombre infini de BX et 
de BX 7 , forment une suite continue, quelque distant 
que soit le point du point B. Or, ce point étant 
pris à l'infini, toutes les droites OC, , OC 2 ,...,.. 
OC/j, OC 2 deviendraient en même temps pa- 
rallèles à BA, sans cesser de faire une suite continue 
et indéfinie à droite et à gauche de BA. 

Or, elles devraient être toutes parallèles entre elles 
en faisant deux à deux quelconques une distance nulle 
et un angle nul à l'infini, dans la supposition d'un 
angle aigu de parallélisme ; et cela même aurait lieu 
de la part des deux droites extrêmes. 

Sans doute, les droites intérieures, en nombre in- 
fini, aboutissant au sommet d'un angle, y font une 
distance nulle ; mais si elles y faisaient en même temps 
un angle nul, elles se confondraient en une seule. 

De même, dans notre troisième exemple, comme 
dans le précédent, il y aurait une suite continue et 
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illimitée de droites qui tendraient à la fois vers la même 
distance-limite nulle et vers le même angle-limite nul; 
elles coïncideraient donc toutes ensemble à l'infini, et 
conséquemment partout. Or elles sont distinctes comme 
issues de points différents. Donc, encore une fois, la 
supposition d'un angle aigu de parallélisme est fausse. 

Comment douter maintenant que l'impossibilité de la 
géométrie non euclidienne appliquée au plan et à la ligne 
droite, ne puisse se manifester plus absolument encore, 
par une plus forte accumulation d'erreurs, dans d'au- 
tres combinaisons géométriques (*) plus complexes 
que les précédentes, auxquelles s'ajoute ma première 
explication du lemme 6, renvoyée à la fin et où Ton 
pourrait aussi multiplier infiniment les parallèles, par 
suite les chances d'impossibilité ? Malgré soi, on y voit 
courbées les lignes droites : comment en serait-il au- 
trement quand on les a forcées dans leur direction, à 
l'origine même des fausses parallèles ? 

Si l'on a bien saisi mes idées, on aura déjà reconnu 
que mon axiome 2, «des droites qui coïncident à Tin- 
fini, coïncident partout, » s'impose comme réfutant 
toute la géométrie non euclidienne dès son origine 



(*) Dans ce but, on peut considérer toutes les parallèles me- 
nées a la droite BA par tous les points du plan indéfini sur 
lequel on opère, et pour cela, toutes celles qui partiraient des 
points successifs d'une perpendiculaire a BA, ainsi que toutes 
les séries analogues. Plus on s'élève le long ae BA, plus les 
parallèles se pressent les unes les autres. 
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même : la raison nous donne là tout ce qu'elle pouvait 
nous donner. En n'en tenant pas compte, on tombe 
de suite dans une géométrie imaginaire, analogue à ces 
quantités algébriques qui portent cette même qualifi- 
cation. 

Quoique la géométrie non euclidienne ne convienne 
pas à la surface plane et à la ligne droite, il peut être 
très-utile d'en poursuivre les conséquences ; et c'est 
ce qu'on va voir. 

Comme nous en avons eu la preuve à l'avant-der- 
nière figure, il ne serait pas toujours possible, dans 
cette géométrie, de faire passer une circonférence par 
trois points non en ligne droite. 

La limite vers laquelle tendrait une circonférence 
dont le rayon croîtrait] usqu'à l'infini, ne serait plus une 
ligne droite perpendiculaire à un diamètre, mais une 
ligne courbe plane, appelée horicycle, dont toutes les 
normales seraient parallèles entre elles, et qui serait 
aussi indéfinie et partout superposable à elle-même. 
De même, la limite vers laquelle tendrait une sur- 
face sphérique dont le rayon croîtrait jusqu'à l'infini, 
ne serait plus une surface plane, perpendiculaire à un 
diamètre, mais une surface courbe, appelée hori- 
sphère, dont toutes les normales seraient parallèles 
entre elles, qui serait dans tous les sens indéfinie et 
partout superposable à elle-même, et qui serait cou- 
pée suivant une horicycle par tout plan conduit par 
une normale, mais suivant une circonférence, par 
toute autre position du plan sécant. 
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Par deux points quelconques d'un horisphère on 
ne pourrait donc mener qu'un seul arc d'horicycle, de 
môme que par deux points d'une surface sphérique, 
autres que les extrémités d'un diamètre, on ne peut 
faire passer qu'un arc de grand cercle. 

Dans tout horisphère, trois plans principaux sécants 
entre eux, ou trois plans qui, conduits par des norma- 
les à la surface, se couperaient deux à deux suivant 
des droites parallèles entre elles, formeraient trois 
angles dièdres intérieurs dont la somme serait égale à 
deux angles droits. Les intersections de ces plans avec 
la surface horisphérique seraient des arcs d'horicycle 
qui, en se rencontrant deux à deux, détermineraient 
un triangle curviligne dont la somme des angles serait 
aussi égale à deux angles droits. 

Le postulatum d'Euclide serait donc vrai pour les 
horicycles, d'ailleurs toutes superposables entre elles, 
situées sur cette surface. Toute la géométrie eucli- 
dienne, avec toute sa trigonométrie, serait donc ap- 
plicable à l'horisphère et à Fhoricycle, si elle ne 
Tétait pas au plan et à ligne droite. 

Ainsi donc, dans l'éternelle raison, toute la géo- 
métrie euclidienne est nécessairement réelle, non-seu- 
lement comme science de combinaisons numériques 
et de formules trigonométriques, mais encore comme 
science de lieux géométriques non mesurés. 

C'est là une vérité irréfragable acquise à la science 
générale, vérité jusqu'ici inaperçue et toutefois si im- 
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portante dans les profondeurs de la métaphysique. 

Cette nouvelle conviction ajoute encore bien de la 
force à celle que nous avions déjà, que la géométrie 
non euclidienne est impossible comme science pure 
de figures planes non mesurées. Le nier, ce serait faire 
passer la géométrie euclidienne du plan où elle est 
claire à la surface horisphérique où elle serait obscure 
comme l'idée de cette surface même. 

Remarquons encore que la géométrie non eucli- 
dienne, basée sur la supposition que l'angle de paral- 
lélisme soit aigu et poursuivie dans les conséquences 
qui en découlent, ramène à toutes les formules con- 
nues de la trigonométrie sphérique qui ont été trou- 
vées d'abord par les ressources de la géométrie eucli- 
dienne, fondée sur l'hypothèse que l'angle de parallé- 
lisme est droit. 

Ces formules-là sont donc indépendantes de la 
grandeur de l'angle de parallélisme, par suite de la 
valeur de la somme des trois angles dans tout triangle 
rectiligne, conséquemment aussi du postulatum d'Eu- 
clide appliqué au plan et à la ligne droite ; mais en 
étant ainsi dégagées, elles retombent sous la dépen- 
dance de ce postulatum appliqué à Phorisphère et à 
Thoricycle. 

Ces formules, à l'égard de ce principe, ne sont donc 
pas dans une indépendance absolue, comme l'ont dit 
les auteurs de la géométrie non euclidienne. 

Parties de la même source et confondant d'abord 
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leurs cours dans des principes communs, la géométrie 
euclidienne et la géométrie non euclidienne, au dou- 
ble point de vue des parallèles, se séparent en deux 
courants qui parfois viennent se rejoindre encore, 
comme à l'endroit où découle de l'une et de l'autre 
la trigonométrie sphérique. Ce sont là les deux seuls 
courants de la science, bien remarquables dans leur 
communauté d'origine et de premiers développements, 
dans leur séparation et dans leur jonction renouvelée. 

Il y a certes utilité à les suivre tous les deux, du 
moins jusqu'à ce que l'on puisse en abandonner un 
sans rien perdre de la vérité. 

Je passe à une autre réflexion qui ne sera pas sans 
importance. 

Lobatschewsky, considérant une perpendiculaire à 
une droite et la parallèle menée à celle-là par un point 
de cette droite, désigne par p la mesure de la distance 
du pied de la perpendiculaire à celui de sa parallèle et 
par le symbole U (p) la valeur, en fonction de p, de l'an- 
gle de parallélisme. 

Or, e désignant la base des logarithmes népériens 
et C une constante arbitraire, on doit avoir : 



t<mgln (p) =e- c >p 3 



et par suite 

tangn (p) --= „q, * -c.p - 
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L'indéterminée C peut recevoir ici toutes les valeurs 
positives de l'infini à zéro. 

La valeur de C = répond à l'angle droit de pa- 
rallélisme, quel que soit/?, et par suite à la géométrie 
euclidienne. 

Toute autre valeur de C répondrait à un angle aigu 
de parallélisme, variable avecp, et conséquemment à 
une géométrie non euclidienne. Il y aurait donc une 
infinité de géométries de cette espèce, comme il y a 
sur un plan une infinité de fausses parallèles à une 
droite, qui par rapport à celle-ci sont des sécantes is- 
sues d'un même point. 

Pour chacune de ces géométries, les équations de 
leur trigonométrie rectiligne commune ne se rédui- 
sent pas à des identités et paraissent ainsi correspon- 
dre à des lieux géométriques analogues. 

Si l'une de ces géométries non euclidiennes était 
réelle, il n'y aurait pas de raison pour que toutes les 
autres ne le fussent pas aussi. 

Mais parmi celles-là y en aurait-îl une qui concerne- 
nait la surface plane et la ligne droite ? 

Or les impossibilités que nous avons constatées pré- 
cédemment au second et au troisième exemple, nous 
les jugerions d'autant plus grandes que pour une même 
longueur p l'angle de parallélisme ïï (p) serait plus petit 
et que par suite l'indéterminée C serait plus grande 
elle-même. Tout nous porte donc à admettre que C 
est zéro quand il s'agit du plan et de la droite. 
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Dans ce cas, toutes les équations de la trigonométrie 
précitée deviennent des identités. C'est là une parti- 
cularité vraiment remarquable qui convient parfaite- 
ment à la ligne droite et à la surface plane qu'elle peut 
engendrer, puisque cette ligne est unique de son es- 
pèce, et que parmi toutes les lignes passant par deux 
points donnés de l'espace et tout autour de ces points 
la ligne droite qui les joint est la seule qui n'ait pas 
son égale. 

Ainsi par ces deux points on pourrait faire passer 
une infinité d'arcs égaux d'horicycle quelconque, car 
chaque géométrie non euclidienne aurait son hori- 
cycle spéciale qui, par la révolution complète autour 
d'un de ses axes, engendrerait une surface horisphé- 
rique correspondante. 

Parmi ce nombre infini de géométries non eucli- 
diennes qui toutes offrent les mêmes analogies, il n'y 
a pas déraison pour croire plutôt à la réalité de Fune 
qu'à celle de toute autre. 

Mais, qu'on le remarque bien, la négation de l'an- 
gle droit de parallélisme sur un plan par rapport aux 
lignes droites, nous conduit par une suite rationnelle 
de déductions et nous oblige, pour y être conséquents, 
à croire à l'existence nécessaire de cet angle droit de 
parallélisme pour une surface et une ligne géométri- 
ques, l'horisphère et Phoricycle. La géométrie eucli- 
dienne est donc incontestablement réelle. Mais rien ne 
démontre la réalité d'aucune géométrie non euclidienne. 
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Disons encore qu'à C =^ il correspond une seule 
géométrie ayant une trigonométrie toute particulière ; 
c'est la géométrie euclidienne exclusivement attachée 
à la ligne droite et à la surface plane, ligne et surface 
uniques pour lesquelles seules tout se particularise en 
caractères spéciaux, géométriquement comme trigo- 
nométriquement. 

C'est donc là, ajuste titre, une nouvelle conviction 
de la réalité de la géométrie plane euclidienne. 

D'ailleurs celle-ci a pour elle non-seulement la rai- 
son, mais encore la sanction du témoignage humain 
depuis tant de siècles et celle de l'expérience que les 
générations renouvellent sans cesse. 

La lumière aussi qui se propage en ligne droite dans 
le même milieu, confirme cette même réalité-là endes- 
sinantaufoyer d'un appareil photographique des images 
semblables aux corps extérieurs. Elle applique donc 
les principes de la géométrie euclidienne, etnonceux 
de la géométrie non euclidienne, où il n'y aurait point 
de figures semblables, parce que la somme des trois 
angles dans tout triangle rectiligne ne serait pas con- 
stante, mais variable de deux angles droits à zéro et 
dans ce sens des triangles infiniment petits aux trian- 
gles infiniment grands. Cependant, dans la pratique, 
combien ont été réalisés de triangles rectilignes où, 
par les mesures les plus précises, cette somme-là a 
été trouvée égale à 2 Dr ! Il suffirait pourtant qu'il y en 
eût un dans ce cas pour que tous les autres, sans ex- 
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ception, y fussent également. Or qui doute de l'exis- 
tence du carré? Eh bien! sa réalité suffît pour assurer 
celle de la géométrie euclidienne. 

Il est donc certain que l'éternel Géomètre l'a appli- 
quée au monde qu'il a créé, non-seulement parce 
qu'elle est rationnelle et nécessaire, surtout plus ac- 
cessible à toutes les intelligences que la géométrie non 
euclidienne, mais aussi parce que ses lois de simili- 
tude, tout à fait étrangères à celle-ci, sont infiniment 
précieuses sous mille rapports de premier ordre. 

Fiff. 16. Je n'ai donc point prétendu, à ma première 
démonstration du lemme 6 renvoyée à la fin, faire une 
figure semblable à celle qui y concernerait la géomé- 
trie non^euclidienne. J'en ai fait une pour faire con- 
cevoir les impossibilités de celle-ci par rapport à la 
surface plane et à la ligne droite, auxquelles ses au- 
teurs l'ont formellement appliquée. 

Gauss, en effet, n'a pas raison de dire que toutes nos 
idées sur cette géométrie sont de pures illusions inca- 
pables d'en infirmer la certitude ; car l'idée de la ligne 
droite est absolue, nécessaire, inconditionnelle comme 
les idées rationnelles auxquelles elle prête son nom 
dans de belles métaphores, savoir : 

L'idée de droit dans la morale, celle de droiture 
dans l'intention, et celle de rectitude (*) d'esprit, de 
jugement, de principe. 

(*) Rectitude vient du mot latin rectus, qui signifie droit. 
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Nous en avons dit assez pour tirer une conclusion 
certaine. La raison, le témoignage humain et l'expé- 
rience s'accordent à prouver la réalité de la géométrie 
plane euclidienne et l'impossibilité de la géométrie non 
euclidienne appliquée au plan et à la ligne droite. 

Cependant, la trigonométrie rectiligne de cette 
dernière étant actuellement bien faite dans un système 
vrai de formules ou d'équations compatibles entre elles, 
nécessaires et suffisantes, et tout polygone plan étant 
décomposable en triangles auxquels ces formules 
sont applicables, il est sûr que la géométrie non eucli- 
dienne, comme science de combinaisons numériques, 
est une réalité incontestable. 

Néanmoins, comme science du plan et de la ligne 
droite au seul point de vue de la géométrie pure, elle 
n'est pas réelle pour toutes les raisons que nous avons 
données. 

Mais existerait-il tout autres lieux géométriques in- 
définis et partout superposables chacun à lui-même, 
dont l'un serait une surface et l'autre une ligne, et 
auxquels serait applicable la géométrie non euclidienne 
au point de vue de la science des figures non mesurées? 
C'est la question qu'il importe maintenant de résou- 
dre. 

La géométrie euclidienne est une réalité rationnelle 
qui résiste à toutes les objections et à tous les doutes. 

Or M. Bertrand, membre de l'Académie des scien- 
ces, en combinant les propriétés nécessaires de cette 
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géométrie avec les règles également nécessaires du 
calcul différentiel et du calcul intégral , a rigoureu- 
sement démontré qu'il n'existe que trois espèces de 
lignes partout superposables chacune à elle-même : 
la circonférence, la ligne droite et l'hélice proprement 
dite, dont les deux premières sont planes et dont les 
deux dernières seules sont illimitées. 

D'un autres côté, il n'y a que deux surfaces dont 
chacune soit partout superposable à elle-même en tous 
ses points et dans toutes les directions, parce qu'il 
n'existe que deux surfaces entièrement composées 
d'ombilies, c'est-à-dire, de points où toutes les sec- 
tions normales ont la même courbure : ce sont la sur- 
face sphériqué et la surface plane, où il n'y a réellement 
plus de courbure parce que le rayon en est infini. 

Quant à la surface cylindrique circulaire droite sur 
laquelle rampe l'hélice, elle n'est point partout super- 
posable à elle-même dans tous les sens possibles, puis- 
qu'elle ne Test qu'en glissant parallèlement à son axe 
ou en tournant autour de lui, ou encore en exécutant 
ces deux mouvements à la fois comme la vis dans son 
écrou. 

En voilà assez pour avouer qu'il faut en revenir à la 
ligne droite et à la surface plane auxquelles seules 
pourraient convenir les principes de la géométrie non 
euclidienne, et avec lesquelles pourtant tous ceux-ci 
sont incompatibles. 

Donc enfin, toute la géométrie non euclidienne est 
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impossible au point de vue de la science générale des 
lieux géométriques non mesurés. 

11 n'existe point de surface homogène en tous les 
points et tout autour de chacun d'eux, et sur laquelle, 
dans tout triangle formé de lignes partout superposa- 
bles entre elles la somme des trois angles soit infé- 
rieure à deux angles droits. 

Sur la surface plane, la somme des angles de tout 
triangle rectiligne est égale à deux angles droits. 

Il n'existe qu'une seule espèce de surfaces où, dans 
tout triangle formé d'arcs partout superposables entre 
eux, la somme des trois angles est supérieure à deux 
angles droits, mais toujours comprise entre deux et 
six Dr . C'est la surface sphérique avec les triangles 
qu'on y considère. 

Puisque toutes les géométries non euclidiennes sont 
absolument impossibles comme sciences de géométrie 
pure, les horicycles et les horisphères qui leur corres- 
pondraient n'existent pas non plus. Voilà pourquoi je 
n'ai point dû parler des triangles plans terminés par 
trois arcs d'horicycle, qui se couperaient deux à deux en 
s'arrêtant aux trois points d'intersection, ni encore 
moins des triangles horisphériques. 

J'ai touché à bien des choses dans cette difficile 
question de la géométrie non euclidienne, préoccupa- 
tion des géomètres depuis soixante-dix-huit ans. 

C'est Gauss, célèbre mathématicien de Gœttingue 
dans le Hanovre, qui l'a méditée le premier, à partir 
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de 1 792, pendant cinquante-quatre ans, comme il le 
dit lui-même à Schumacher dans sa correspondance 
datée du 28 novembre 1846 et de cette ville-là. 

Sans s'êire entendus, Bolyai et Lobatschewsky en 
ont retrouvé les principes, le premier sous le climat de 
la Transylvanie dès 1832, et le second au fond de la 
Russie, de 1829 à 1855. 

De l'aveu même de Gauss, qui n'a rien publié sur 
cette nouvelle géométrie, Lobatschewsky Ta traitée de 
main de maître. 

Mais elle n'a pas été assez approfondie par les au- 
teurs mêmes dans ses bases, où ils n'ont point aperçu 
ses côtés faibles; ils ont trop cru à sa réalité, en y 
pensant plus au point de vue de l'analyse algébrique 
qu'à celui de la géométrie pure. 

J'espère qu'on trouvera rigoureuses les conclusions 
précises que je vais en déduire, après l'avoir beaucoup 
analysée, surtout géométriquement, pour la contrôler 
et en rendre palpables les parties difficiles. 

1° Toutes les phases imaginables de la science des 
figures sont comprises dans l'une et l'autre géométrie, la 
géométrie euclidienne et lagéométrie non euclidienne. 

Donc toute loi commune à Tune et à l'autre est une 
véritable loi de la géométrie. 

Ainsi leurs trigonométries s'accordent à prouver 
que sur un plan on peut abaisser sur une droite, d'un 
point extérieur à celle-ci et sous un angle quelconque, 
une autre ligne droite* 
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2° Comme système de conséquences déduites de la 
supposition que l'angle de parallélisme soit aigu, la 
géométrie non euclidienne sert à démontrer que la 
géométrie euclidienne est absolument réelle, et régit 
par ses lois deux lieux géométriques d'une existence 
nécessaire. 

3° Ces lieux sont la surface plane et la ligne droite, 
dont la géométrie doit être euclidienne ou non eucli- 
dienne. Or dans celle-ci où l'angle de parallélisme 
serait aigu, toutes les droites parallèles sur un plan 
à une même direction et y formant une suite continue 
et illimitée, tendraient à la fois et à l'infini vers une 
distance-limite nulle et un angle-limite nul entre elles 
et deux à deux quelconques, et conséquemment vers 
une limite qui serait de ne faire de toutes entre elles 
qu'une seule et même ligne droite, tandis que par hy- 
pothèse elles sont distinctes. La supposition d'un an- 
gle aigu de parallélisme est donc fausse. 

Donc la géométrie est euclidienne. 

Donc aussi, comme science purement géométrique 
du plan et de la ligne droite, la géométrie non eucli- 
dienne est impossible. 

La raison, le témoignage humain et l'expérience 
concourent aie prouver péremptoirement. 

4° Comme science de tout autres lieux géométriques 
non mesurés, la géométrie non euclidienne n'est pas 
réelle non plus. 

5° Mais elle est une réalité incontestable comme 
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science de combinaisons numériques et de formules 
trigonométriques, ou plutôt comme simple répertoire 
de certains systèmes d'équations compatibles. 

6° Comme ensemble de conséquences successive- 
ment déduites d'une supposition primitive, elle sert à 
démontrer que la géométrie de la surface sphérique 
est indépendante de ce que la somme des trois angles 
dans tout triangle rectiligne, serait ou ne serait pas 
égale à deux angles droits. 

7° On voit qu'il y a utilité à ne pas négliger la géo- 
métrie non euclidienne qui, quoique phase hypothé- 
tique de la science des figures, n'en est pas moins une 
ressource précieuse pour mettre en évidence des réa- 
lités inattendues. 

Il y a ainsi une certaine analogie entre les éléments 
de cette géométrie imaginaire et les quantités imagi- 
naires de l'analyse algébrique. 

Les illustresauteurs, Gauss, Lobatschewsky, Bolyai, 
Dirichlet, n'avaient point soupçonné les importantes 
vérités 1°, 2% 3° et 4°, ni peut-être le vrai caractère 
imaginaire de la géométrie non euclidienne sur lequel 
j'attire l'attention toute particulière des savants. 

Je livre au public mon travail tel qu'il s'est progres- 
sivement perfectionné au fur et à mesure que je me 
rendais mieux maître des difficultés. Ainsi, avant et 
pour le premier, le second et le troisième exemple 
présentés pour contester la possibilité de la géométrie 
non euclidienne, j'ai exprimé mes raisons avec quel- 
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que réserve et sous quelque cloute. Mais mon esprit, 
mieux pénétré de leur évidence, les a franchement for- 
mulées dans toute leur rigueur à l'occasion de la troi- 
sième des conclusions définitives. 

De même, ma démonstration complète du lemme 6 
est la preuve du dernier progrès qui m'a fait sonder 
toute la profondeur de la difficulté dans la théorie des 
parallèles et m'a permis de la lever enfin, si je ne me 
trompe. 

On pourrait démontrer d'une manière analogue et 
tout à fait directe le postulatum d'Euclide. 

Il est donc incontestable que la géométrie plane 
est essentiellement euclidienne, d'autant plus que dans 
la science générale des lieux géométriques, il existe 
nécessairement une géométrie où domine le postula- 
tum d'Euclide, comme conséquence de celle qui serait 
supposée lui être étrangère : admirable cercle (*) 
de la vérité qu'on est obligé de parcourir en la niant 
et où on la retrouve malgré son doute ! C'est du moins 
là une utilité incontestable de la considération de la 
géométrie non euclidienne. 

S'il y a une proposition à invoquer comme un pos- 
tulatum, ne serait-ce pas mon axiome 2, qui non- 
seulement ramène à celui d'Euclide, mais encore dé- 
truit tous les principes, avec toutes leurs conséquences, 
de la géométrie non euclidienne ? Il est entendu que 

(*) Ce cercle devrait être appelé cercle euclidien. 
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je ne veux parler ici que des principes et des conséquen- 
ces contraires à ceux de la géométrie euclidienne; 
car tous ceux qui sont communs à l'une et à l'autre 
sont des vérités irréfragables dans la géométrie abso- 
lue, réelle ou imaginaire, qui coule suivant ces deux 
courants séparés, mais quelquefois pourtant se rejoi- 
gnant pour une même vérité, par exemple l'indépen- 
dance de la géométrie sphérique. 

Gauss et Lobatschewsky ont voulu dégager le plus 
possible la question des parallèles de la prise en consi- 
dération, àl'infini, des idées délimites, quoiquelimites 
finies puisqu'elles y sont zéro. En en tenant compte, on 
accorde la raison avec l'expérience, et la géométrie eu- 
clidienne reste intacte. Mais en s'y soustrayant, on opte 
pour la géométrie non euclidienne, pour les lois les 
plus compliquées, tandis que partout ailleurs les lois 
naturelles sont simples. Échappant aux conséquences 
de ces limites égales à zéro à l'infini, on tombe immé- 
diatement, comme Gauss et Lobatschewsky, dans une 
géométrie imaginaire dont je ne veux pourtant pas 
méconnaître l'utilité, pas plus que celle des quantités 
imaginaires de l'algèbre, avec lesquelles elle a non- 
seulement des traits d'analogie, mais même des liens de 
parenté. Car les valeurs imaginaires des côtés des trian- 
gles sphériques mises dans les formules de leur trigo- 
nométrie, font retrouver celles de la trigonométrie 
non euclidienne. C'est aussi ce qui m'a fait soupçon- 
ner que des deux géométries, l'une sphérique et Tau- 
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tre non euclidienne, l'une est sans doute imaginaire ; 
c'est donc la seconde qui Test puisque la première est 
certainement réelle. 
Disons enfin que la difficulté que nous éprouvons 
i inévitablement, vient de ce que dès les bases de 
1| \ la géométrie nous n'avons aucun moyen de 

<o g \ 

|| \ fixer les positions des points des lieux géomé- 
fi ^ triques. 

Privés de cette puissante ressource, c'est déjà beau- 
coup qu'avec l'idée des propriétés mères de la 
ligne droite nous ayons la certitude que deux 
droites qui se rencontrent à l'infini sous une 
distance nulle et sous un angle nul n'en font qu'une 
comme deux droites qui se rencontrent n'importe où 
dans un espace fini, même indéfiniment grand, sous 
un angle également nul. C'est précisément là le plus 
fort argument contre la réalité de la géométrie non 
euclidienne. 

Il devient plus irrésistible quand on considère dans 
l'espace toutes les droites, en un nombre infini et en 
suite continue, parallèles à une droite donnée. 

La réflexion suivante vient encore le fortifier. 

Quand nous recherchons si le postulatum d'Euclide 
régit réellement la géométrie plane, nous sommes 
heureux d'avoir prouvé que la géométrie euclidienne 
existe nécessairement pour deux lieux géométriques, 
une certaine surface et une certaine ligne géométri- 
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ques ; car alors à ces deux dernières est vraiment ap- 
plicable non-seulement toute la trigonométrie eucli- 
dienne, mais encore toute la géométrie analytique à 
deux dimensions avec tous les lieux géométriques qui 
la concernent. 

C'est ainsi que la certitude et la portée des axiomes 
sur les quantités numériques viennent puissamment 
corroborer celles des axiomes sur les grandeurs géo- 
métriques et fortifier par là les bases mêmes de la 
géométrie plane. Or par le calcul algébrique, infini- 
tésimal, en un mot, par l'analyse la plus subtile et la 
plus sûre, tous les accidents, toutes les inflexions, 
tous les points singuliers des lieux géométriques dont 
il s'agit sont parfaitement connus. 

Tout cela s'applique donc à la surface et à la ligne 
précédentes, régies par la géométrie euclidienne. Sur 
cette surface il y a donc une branche d'hyperbole 
spéciale ayant pour asymptote cette ligne-là. Or n'ad- 
met-on pas que leurs derniers éléments à l'infini 
ayant une distance nulle et faisant un angle nul entre 
eux, se confondent, et que la direction des uns est pré- 
cisément celle des autres ? 

Hé bien! dans la supposition d'un angle aigu de 
parallélisme, les derniers éléments de deux droites 
parallèles sont dans ce cas-là. 

Mais des droites ne peuvent avoir des éléments rec- 
tilignes communs sans coïncider dans toute leur éten- 
due, puisque deux droites qui ont une partie commune 
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même infiniment petite n'en font qu'une, comme 
celles qui ont deux points communs quelconques ; 
c est là une propriété essentielle, une propriété mère 
de la ligne droite, qui la caractérise exclusivement et 
qui contribue à en faire le premier critérium des vé- 
rités géométriques. 

Ainsi donc, les deux droites supposées parallèles se 
confondraient en une seule, et comme elles sont dif- 
férentes par hypothèse, on en conclut irrésistiblement 
que la supposition est fausse. Donc l'angle de parallé- 
lisme doit être droit. 

Il est ainsi péremptoirement démontré que le pos- 
tulatum d'Euclide est une conséquence nécessaire de 
toutes les théories géométriques qui le précèdent ; que 
la réalité de la géométrie euclidienne est irréfragable, 
et que la géométrie non euclidienne, comme géomé- 
trie pure, est absolument impossible. 

Tout me porte donc à croire qu'on ne pourra jamais 
lever d'une manière satisfaisante, sans l'axiome 2 (*) 

(*) Cet axiome % revient à celui-ci : 

Deux éléments de deux lignes géométriques coïncident lors- 
qu'ils font entre eux une distance nulle et un angle nul, n'im- 
porte où, sur un plan, dans une région indéfiniment éloignée, 
par suite aussi à l'infini. 

D'après cela, deux droites qui feraient une distance nulle et un 
angle nul entre elles a l'infini, coïncideraient la dans leurs élé- 
ments, et par suite partout dans toute leur étendue. 

Si donc ces droites, qui rempliraient ces conditions comme 
conséquences d'une supposition, étaient réellement différentes, 
il en faudrait conclure que cette supposition est fausse. 
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et les idées émises au lemme 6, la difficulté delà théo- 
rie des parallèles. 

Dans celle que j'ai exposée pour en établir les bases, 
l'esprit qui préside à mes cinq démonstrations de la 
somme des trois angles dans tout triangle rectiligne, 
ressort clairement de celle d'un corollaire remar- 
quable sur tout polygone plan, avec lequel on re- 
trouve simplement un théorème d'Euler sur tout po- 
lyèdre convexe. 

J'ai dit toute ma pensée sur la géométrie non eu- 
clidienne, et je livre au public mon premier essai pour 
poser d'une manière complète les bases de la théorie 
des parallèles. 

Paris, le l pr juin 1870. 

Jules Carton. 

Professeur de mathématiques au lycée impérial de Saint-Omer. 



VRAIS PRINCIPES 



DE LA 



GÉOMÉTRIE EUCLIDIENNE 



RAPPEL DE QUELQUES DÉFINITIONS 
OU PROPOSITIONS. 



La ligne droite est continue, indéfinie, partout et de 
tous côtés superposable à elle-même, entièrement déter- 
minée par deux quelconques de ses points, mesurant la 
plus courte distance entre deux quelconques de ses points, 
restant tout entière en place quand on la fait tourner au- 
tour de deux quelconques de ses points, glissant tout 
entière sur elle-même par cela seul que deux quelconques 
de ses points sont obligés de glisser sur sa première posi- 
tion : tels sont les caractères attribués à la ligne droite par 
tous les géomètres et par tout le monde. 

Le plan est une surface continue , indéfinie , conte- 
nant tout entière toute droite qui joint deux points quel- 
conques de cette surface, partout superposable à elle- 
même sans ou avec retournement, entièrement déterminée 
par trois quelconques de ses points non en ligne droite, 
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glissant tout entière sur elle-même par cela seul que sont 
obligés de glisser sur sa première position trois quelconques 
de ses points non en ligne droite. 

Étant données sur un plan deux droites DG, DA, qui par- 
tent d'un même point, suivant des directions différentes, 
on peut passer de la premère à la seconde en tournant 
dans un sens ou dans l'autre : de là deux sortes d'angles 
différemment décrits. 

On appelle angle saillant un angle qui, 

tel que GDA, est moindre que deux an- 
gles droits, et dont les prolongements 
Fig. 1. *^ des côtés au delà du sommet sont exté- 
rieurs à cette figure. 
On appelle angle rentrant un angle qui, tel que 

4 Dr - — GDA, est plus grand que deux angles droits, et dont 
les prolongements des côtés au delà du sommet rentrent 
dans l'intérieur de cette figure. 

Toute droite qui joint un point d'un côté d'un angle sail- 
lant à un point de son autre côté, est dans l'intérieur de cet 
angle. 

Les trois angles de tout triangle rectiligne sont saillants. 

Un polygone, proprement dit, est une figure plane entiè- 
rement fermée par plusieurs droites qui se coupent deux à 
deux en autant de points où elles s'arrêtent qu'il y a de 
ces droites nommées côtés. 

Un quadrilatère est un polygone de quatre côtés, 

Tout quadrilatère dont les angles sont saillants est con- 
vexe, et réciproquement. 

Un quadrilatère concave a un angle rentrant, et ne peut 
en avoir qu'un. 

Nous appelons quadrilatère rectangle un quadrilatère qui 
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a un côté adjacent à deux angles droits et à deux côtés 
égaux. 

Le pentagone est un polygone de cinq côtés, et l'hexa- 
gone, un polygone de six. 

On appelle angle extérieur d'un triangle un angle formé 
à l'un de ses sommets par un de ses côtés et par le prolon- 
gement du côté adjacent. 

En vue de notre lemme 6, nous rappelons ici quelques 
définitions relatives à la symétrie. 

Deux points sont dits symétriques par rapport à une 
droite, lorsqu'ils se trouvent sur une même perpendiculaire 
à cette droite et à égale distance de celle-ci. 

Une figure est dite symétrique par rapport à une droite, 
lorsque tous ses points sont deux à deux placés symétri- 
quement par rapport à cette droite qui, pour cette raison, 
est appelée axe de symétrie. 

Il en est de même de deux figures dites symétriques par 
rapport à une droite. 
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CHAPITRE 

ENTRE CELUI DES PERPENDICULAIRES ET DES OBLIQUES 
ET CELUI DES PARALLÈLES. 



LEMME 1. 

Les puissances successives du nombre 2 croissent au 
delà de toute limite. 

Car 2 n > 1 + n, quantité qui croît indéfiniment avec le 
nombre entier n : la raison de cette inégalité c'est, qu'après 
la première opération 2 1 = 1 + 1 et dans chacune des 
n — 1 autres pour arriver à 2 n , on augmente de plus d'une 
unité chaque résultat précédent. 

COROLLAIRE. 

1 

Les puissances successives de la fraction - ont zéro 
pour limite. 

l\\ n \ I 1 
Car (-1 ou ^\;r7~-> quantité infiniment petite avec n 

infiniment grand. 

théorème 1. 

Bans tout triangle rectiligne, la somme des trois angles 

ne peut surpasser deux angles droits. 

Soit un triangle quelconque CBA; je dis que 
la somme de ses trois angles ne peut surpasser 
deux angles droits. 

Si ses côtés sont inégaux, soient BA le plus 
petit et BG le plus grand. 

Je partage BA au point M en deux parties 
égales ; de G à M je trace la droite CM, sur le 
prolongement de laquelle je prends MD = GM> 
et je joins B, D. 




Les triangles ACM, BDM, sont égaux comme ayant un 

angle égal, AMG = BMD, compris entre deux côtés égaux 
chacun à chacun, MA = MB et MG = MD par construction. 

Par suite MCA^MDB, BAC = ABD et AC = BD. 

Il en résulte que les angles ABC, BAC, du triangle GBA se 
sont ajoutés au point B, et que les parties BGM, MCA, de 
son plus petit angle BGA ont, comme les deux précédents, 
passé dans le triangle GBD où la somme des trois angles est 
ainsi la même que dans le premier, et où le plus petit 
angle BCM est inférieur à la moitié du plus petit angle BGA 
de ce premier. Car à cause de AG, ou son égal BD, < BC, 

on a dans le triangle CBD : BGM < MDB ou son égal MCA, 
par suite BGM / BGA 



2 

En continuant de même à partager en deux parties égales 
dans le triangle GBD, puis dans chaque nouveau triangle 
le côté opposé au plus petit angle successivement moindre 

1111 -^ 

que-, T , -, — ... de BGA on aura une série de triangles où 
^ 2 4 8 16 * 

la somme des trois angles de chacun sera toujours la même 

que dans le premier, et où tendra vers zéro le plus petit 

angle de chacun, conséquemment aussi son angle moyen, 

partie du plus petit angle du triangle précédent, par suite 

encore la somme Y de ces deux angles- là. 

Quant au plus grand angle de chaque triangle, il pourra 
toujours, comme angle saillant, être exprimé par 2 Dr - — x, x 
allant en diminuant de plus en plus. 

En conséquence, la somme des trois angles de chacun des 
triangles successifs, ou celle des trois angles du triangle 
donné GBA sera représentée par 2 Dr - — x -f Y. 

Or de deux choses Tune : ou x tendra vers zéro comme Y, 
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ou x tendra vers une limite différente . Dans le pre- 

mier cas, la somme des trois angles du triangle CBA serait 
égale à deux angles droits; dans le second, elle serait infé- 
rieure à cette quantité. Donc, clans tous les cas, la somme 
des trois angles de tout triangle rectiligne ne peut surpas- 
ser deux angles droits. 

COROLLAIRE 1. 

Dans tout triangle il y a au moins deux angles aigus, 

COROLLAIRE 2. 

Dans tout triangle isocèle, tun des deux angles égaux ne 
peut surpasser la moitié de l'angle extérieur adjacent au 
troisième angle intérieur, 

COROLLAIRE 8. 

Dans tout quadrilatère, la somme des quatre angles ne peut 
surpasser quatre angles droits. 

En effet, une au moins des diagonales de tout quadrila- 
tère lui est intérieure et le partage en deux triangles. Or la 
somme des quatre angles du quadrilatère est égale à celle 
des six angles de ces triangles, et conséquemment ne peut 
surpasser 2 fois 2 ou h angles droits. 

LEMME 2. 

Dans tout quadrilatère rectangle, le côté adjacent et le 
côté opposé aux deux angles droits dormes sont perpendi- 
culaires à la droite qui joint leurs milieux. 

Fig. s. Soit le quadrilatère rectangle ABGD ayant le 

— S* — c ôté BG adjacent à deux angles droits B et G et 
à deux côtés égaux BA, CD; je dis que ses côtés 
BG, AD sont perpendiculaires à la droite MO qui 



S M 

en joint les milieux. 



En effet, tout quadrilatère rectangle ABCD peut coïncider 
avec lui-même retourné sens dessus dessous, de manière 
que B tombe sur G et G sur B; BA, sur CD et CD sur BA-, 
A, sur D et D sur A. Dès lors, chacune des droites BC, AD, 
MO, coïncide avec elle-même. 

On a donc OMB = OMG = l Dl \ et MOA = MOD = l Dr - 

G. Q. F. D. (*). 

Lemme 3. 

Lorsque deux droites sont perpendiculaires à une troi- 
sième, chacune des perpendiculaires menées des points de 
Tune de celles-là sur (autre, ne peut être inférieure à toutes 
celles, prises une aune, qui sont plus proches de la troisième. 

H r^ i Soient deux droites ZZ\ YY\ 

perpendiculaires a une troisième 



OB; je dis que toute perpendi- 

'^" ^ M* 4 A B ^ Culail e EF meilée d ' U " P° int E 

deZZ' sur YY', ne peut être inférieure à chaque perpendi- 
culaire, telle que DA, abaissée sur Y'Y d'un point pris sur 
17! plus près de OB. 

Car si EF était inférieure à DA, on pourrait en prolon- 
geant suffisamment EF au-dessus de ZZ' obtenir une lon- 
gueur HF égale à DA, et joindre H,D. 

Il en résulterait un quadrilatère rectangle DAFH où les 
côtés HD, FA, seraient perpendiculaires à la droite 1M qui 
en joint les milieux. Donc l'angle DIG serait droit. 

Mais dans le quadrilatère GMBO qui a déjà trois angles 
droits aux sommets M, B, 0, le quatrième angle MGO se- 
rait droit au plus, puisque dans tout quadrilatère la 

(*) C.Q.F.D. signifie ce qu'il fallait démontrer. 



somme des quatre angles ne peut surpasser quatre angles 
droits. 

Le supplément IGD de cet angle MGO serait donc droit 
au moins. Alors, dans le triangle GID dont l'angle DIG se- 
rait droit et l'angle IGD , droit au moins , et dont l'angle 
HDE ne serait pas nul, la somme des trois angles surpas- 
serait deux angles droits: ce qui est impossible. 

Donc EF ne peut être inférieure à DÀ. C.Q.F.D. 

Corollaire 1. 

Si EF était égale à DA , toutes les perpendiculaires 
menées des points successifs de OZ sur BY seraient 
égales à OB; sinon, elles iraient en augmentant de plus 
en plus à partir de OB. 

En effet si on avait EF=D*À£-on aurait aussi EF— GM. 
M étant le milieu de FA, les triangles rectangles EFM, EGM, 

seraient égaux: par suite FED serait droit, ainsi que EDA. 
Alors le quadrilatère rectangle EFAD se répéterait, par 
rabattement, un nombre indéfini de fois sur la bande illi- 
mité ZYY'Z'. 

Si une droite avait trois de ses points à égale distance 
d'une autre et d'un même côté de celle-ci, tous les points 
de la première seraient également distants de la seconde, 
et réciproquement. 

Corollaire 2. 

Ce lemme 3 est applicable au côté adjacent et au côte 
opposé aux deux angles droits donnés d'un quadrilatère 
rectangle, et plus généralement, à deux droites dont l'une 
a deux points également distants de F autre. 
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Lemme A. 

D'un point extérieur à une droite on peut en abaisser 
une qui fasse avec la première un angle aussi petit quon 
voudra. 

°j^^ Du point extérieur à la droite 

\\ "\^^ Y Y abaissons-y la perpendicu- 

T~c~'ï> E, » a y laire OG ; prenons à volonté, à 

Fig. 5. 

droite de C, sur Y'Yun point D, puis DD 1 =r OB.BJ)^ OD^.. 
et ainsi de suite; enfin joignons OD, OD, , 0D 2 ..... 

soit ODC = a. 



Dans le triangle isocèle DOD, où Ï^OD — ODjD, l'angle 

DC a 

T on r 



ODjD ne peut surpasser — — ' ou ~, d'après le corollaire 2 du 



théorème 1. 
De même ODJ), ne peut surpasser — ~- ou, à plus forte 

raison, - , — En continuant ainsi on parviendra, après 

n opérations, à un angle -^ aussi petit qu'on voudra. 
C.Q.F.D. 

ÂXTOME 1. 

Sur un plan, toute ligne droite illimitée le partage en 
deux régions indéfinies; et toute droite qui en coupe une 
seconde s étend indéfiniment dans F une et ï autre région 
séparées par la seconde. 

Lemme 5. — Premier principe de continuité. 

Sur un plan, toutes les perpendiculaires à Tune quel- 
conque de ses droites forment une série continue et indé- 
finie qui ri est autre que toute la surface même. 



— 10 — 

En effet, si entre deux consécutives d'entre elles il pou- 
vait exister le moindre vide, on pourrait d'un point quel- 
conque de celui-ci mener sur la directrice rectiligne Y'Y, 
d'où parient toutes ces lignes-là, une perpendiculaire qui 

partagerait cette lacune en deux autres plus étroites, 

et ainsi de suite indéfiniment. Il ne peut donc absolument 
y avoir aucune solution de continuité. 

Définition. 

Je dirai la distance de deux droites pour les distances 
des points successifs de l'une à l'autre, mesurées par les 
perpendiculaires menées de ces points-là sur l'autre. 

Par exemple, si la distance de deux droites diminuait 
continuement jusqu'à zéro* elles se rapprocheraient de plus 
en plus jusqu'à leur rencontre. 

Axiome 2. 

Les variations des grandeurs continues ne peuvent ten- 
dre, soit au pli. soit à ï infini, vers une limite en contra- 
diction avec leurs propriétés. 

Donc, sur un plan, des droites différentes ne peuvent 
se rapprocher de plus en plus jusqu'à se rencontrer sous 
un angle nul, ni dans toute région aussi éloignée qu'on 
voudra, ni à l'infini. 

D'ailleurs, deux droites qui se rencontreraient à l'infini 
sous une distance nulle et sous un angle nul se confon- 
draient là dans leurs éléments, et par suite coïncideraient 
dans toute leur étendue, puisqu'il suffit que deux droites 
aient deux points communs quelconques pour ne faire 
qu'une seule et même ligne droite indéfinie. Ces deux 
premières droites-là seraient donc loin d'être différentes* 
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En moins de mots, des droites distinctes ne sauraient 
coïncider à l'infini, puisque par là même elles coïncide- 
raient partout entièrement : ce qui n'est pourtant pas. 

Lemme 6. — Second principe de continuité, complément 

DU LEMME 3. 

Sur un plan, lorsque deux droites sont perpendicu- 
laires à une troisième , les pieds des perpendiculaires 
abaissées des points de l'une de celles-là sur l'autre s'é- 
loignent continuement et au delà de toute liynite du pied 
de la troisième. 

Sur un plan soient deux droites OZ, BY, perpendicu- 
laires aune troisième io; 
x A A ^ ^ ^- ^ je dis que lespieds d.e,... 

des perpendiculaires l)d, 

Ee,... abaissées des points 

B successifs de la première 

Fjg * 6 * droite OZ sur la seconde 

BY, s'éloignent continuement et au delà de toute limite 

du pied i de la troisième io. 

D'abord , ils s'éloignent continuement de i d'après le 
lemme 5. Ensuite, ils s'en éloignent au delà de toute li- 
mite. Car s'ils pouvaient rester tous sur BY en deçà d'un 
point-limite m, les perpendiculaires menées à BY des points 
situés sur OZ à une distance indéfinie de 0, tendraient à 
se rapprocher de plus en plus d'une perpendiculaire-limite 
mM et, d'après le lemme 4> à faire avec OZ un angle in- 
définiment décroissant, mais jamais nul si ce n'est pour 
mM qui, en réalité, ne rencontrerait OZ qu'à l'infini. 

Malgré cela, l'idée de cet angle nul n'aurait ici rien de 
vague. 




*d i- 
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En effet , pour toute perpendiculaire menée d'un point 
quelconque de OZ sur BY, il existerait toujours, en tous les 
points de la ligne fixe OZ, des droites auxiliaires formant 
toutes avec cette ligne, d'un même côié et dans le même 
sens, des angles égaux à l'angle aigu que feraient ensem- 
ble cette même ligne OZ et la perpendiculaire considérée. 
En passant de celle-ci à la suivante vers la gauche, on 
verrait toutes ces droites auxiliaires tourner, vers OZ et 
dans le sens YO, de la même quantité autour des sommets 
des angles égaux qui auraient diminué, et ainsi de suite 
indéfiniment. 

Enfin, pour la perpendiculaire-limite mM, ces mêmes 
droites viendraient toutes s'appliquer sur OZ, en attestant 
ainsi que l'angle variable en question atteint la limite zéro 
vers laquelle il tendait, et conséquemment que l'angle 
formé (*) par OZ et par mM est exactement nul. 

Cela posé, je joins par une droite les points m et o : les 
angles Mmo, Zom, seront aigus. Du point m je pourrais 
mener sur la droite OZ une perpendiculaire mm i qui tom- 
berait au dedans de l'angle aigu mOZ et au-dessus de mM; 
puis de m 1 sur la droite mM, une perpendiculaire mjn^ 

qui tomberait au dedans de l'angle aigu m t mM, et ainsi 

de suite, des perpendiculaires alternativement sur les 
droites OZ et mM. 

Ces perpendiculaires, successivement obliques les unes 
par rapport aux autres, iraient en diminuant de plus en 

(*) L'espace compris entre les droites concourantes à l'infini, mM, OZ, 
conserverait si bien les propriétés d'un angle rectiligne, qu'il aurait sa bis- 
sectrice, axe de symétrie de cet espace et de ces droites. 

Autre remarque : Si l'on fait tourner une sécante de mM et de OZ autour 
d'un point quelconque de mM jusqu'à ce qu'elle fasse avec mM un angle nul, 
elle en fera un pareil en même temps avec OZ. 
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plus. Il en serait donc de même de celles qui seraient ti- 
rées sur OZ de points déterminés demM, et même de tous 
les points successifs de mil d'après le théorème 1 et les 
lemmes 5 et 3. 

De plus, ces perpendiculaires à OZ continueraient à dé- 
croître jusqu'à la limite zéro dont elles s'approcheraient 
progressivement de manière à en différer d'aussi peu 
que l'on voudrait. Car la droite mM serait elle-même 
la limite des perpendiculaires qui seraient menées à BY 
de tous les points successifs de la ligne illimitée OZ, et par 
rapport auxquelles cette limite zéro serait précisément 
atteinte aux sommets des angles formés par elles et par 
OZ, sommets situés sur cette ligne-ci à des distances finies 
de BY, mais croissantes indéfiniment. 

Par conséquent, la distance des deux droites illimitées 
mM, OZ, irait en décroissant jusqu'à la limite zéro qu'elle 
n'atteindrait qu'à l'infini. La loi de continuité ne laisse 
aucun doute à cet égard. 

En résumé donc, les droites différentes mM, OZ, se 
rapprocheraient de plus en plus jusqu'à se rencontrer à 
l'infini sous une distance nulle et sous un angle nul : ce qui 
est contraire à l'axiome 2. 

Donc la supposition d'abord faite, que les pieds des per- 
pendiculaires tirées de tous les points de OZ sur BY, res- 
teraient toujours en deçà d'une certaine limite par rapport 
à i sur BY, est fausse. Ces pieds-là s'éloignent donc du 
point i au delà de toute limite sur BY. G. Q. F. D. 

Corollaire. 

Sur un pian indéfini, lorsque deux droites illimitées 
sont perpendiculaires à une troisième, toutes les perpen- 
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diculaires à la première de celles-là doivent, prolongeas 
indéfiniment, rencontrer la seconde. 

Car elles ne sont autres que les perpendiculaires abais- 
sées des points successifs de la seconde sur la première, 
et ayant toutes sur cette droite-ci leurs pieds s éloignant 
de tout point de repère d'une manière continue et au delà 
de toute limite. 

Remarque 1. 

La démonstration du lemme 6 se suffit à elle-même : 
plus on en sondera le fond, plus on en découvrira la ri- 
gueur. A cet effet, on trouvera, un guide sûr dans l'expli- 
cation suivante. 

Par suite de la supposition primitive, la distance des li- 
gnes droites mM, OZ, allant en diminuant de plus en plus 
jusqu'à la limite zéro atteinte à l'infini, l'espace compris 
entre elles deviendrait bien plus effilé que la soie la plus 
ténue, dans ces régions du plan indéfiniment éloignées des 
points m, o, de ces deux lignes. 

Or, imaginons un angle rectiligne indéfiniment petit 
RST ; transportons-le par la pensée dans ces régions loin- 
taines en en plaçant le côté ST sur ZO, le côté SR au- 
dessous de OZ et l'ouverture vers io. Là, faisons glisser son 
côté TS dans le sens OZ sur cette dernière droite indéfinie 
et en même temps tout l'angle sur le plan, jusqu'à ce que 
son antre côté SR soit coupé par la droite illimitée mM en 
un point P indéfiniment peu distant du sommet S et par 
suite aussi de la droite OZ : ce qui ne peut manquer d'ar- 
river d'après ce qui précède. 

Soit PV la perpendiculaire menée de P à OZ. Le point 
de rencontre u de mM avec OZ étant toujours à gauche du 
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sommet S de l'angle RST, la portion PM de la droite mM 
serait extérieure à cet angle, par suite l'autre Vm y serait 
intérieure. 

L'angle RST contiendrait donc tout l'espace compris, à 
partir de PV, entre Vm et VO : résultat remarquable. 

Pour une même distance constante indéfiniment petite 
SV, plus l'angle décroissant PiST s'approcherait de zéro, 
plus P s'éloignerait de m, sans qu'on cessât d'obtenir ce 
même résultat. Or, pour cet angle infiniment petit, P se- 
rait infiniment distant de m. Donc l'espace angulaire muo 
entre les droites concourantes à l'infini mM, OZ, serait 
moindre qu'un angle infiniment petit. 

Par conséquent, ces droites coïncideraient à l'infini, tout 
en étant séparées du côté de leurs origines différentes m,o: 
résultat en flagrante contradiction avec cette propriété 
essentielle, que par deux points quelconques on ne peut 
faire passer qu'une seule ligne droite. 

Donc, la supposition primitive, que les perpendiculaires 
menées de tous les points de OZ à BY auraient toujours 
leurs pieds en deçà d'une certaine limite par rapport à i, 
est fausse. Ces pieds s'éloignent donc de i au delà de toute 
limite sur BY. G. Q. F. D. 

Remarque 2. 

On ne saurait trop le répéter : 

Partout sur un plan et conséquemment aussi à X in fini ^ 
distance nulle et angle nul entre deux droites entraînent 
leur coïncidence. 

Cet axiome seul suffit et suffira toujours pour montrer 
que la raison nous donne tout ce qu'elle peut donner pour 
lever la difficulté des parallèles. 



— 16 — 

Théorème 2. — Première démonstration. 

Dans tout triangle, la somme des trois angles est égale 
à deux angles droits. 



z T 




Fig. 7. 



Soit un triangle rectiligne quelconque ABC ; je dis que la 
somme de ses trois angles est égale à deux angles droits. 
Pour cela, comme elle ne peut être supérieure à cette quan- 
tité, il suffit de prouver qu'elle ne peut lui être inférieure 
ou être égale à 2 Dr> — x quelque petit que x soit supposé. 

Dans ce but, sur la direction indéfinie BY du plus grand 
côté BG de ce triangle, je puis disposer semblablement de 
droite à gauche, en contact et à la file les uns des autres, 
un nombre indéfini n de triangles égaux à celui-là, y com- 
pris lui-même. 

Pour plus d'uniformité, j'en termine la série, ABC, DGF, 
EFG, MKR, NRS dernier de ces triangles à gauche, 

par l'angle NST == aCD et par ST = CD. 

Dans tous ces triangles égaux, les hauteur s menées perpen- 
diculairement à BY de leurs sommets supérieurs A,D,E, 

M, IN, T, tombent respectivement dans leur intérieur et sont 
toutes égales; de plus, vers le haut elles doivent, d'après 
le second principe de continuité, rencontrer toutes la per- 
pendiculaire OZ menée à la hauteur prolongée Ai du trian- 
gle ABC par un point o pris sur ce prolongement à une dis- 
tance quelconque du sommet A. Soient D', E', H', M', 

IN', T', ces points de rencontre. 
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D'après le lemme 3 et ses corollaires, cette perpendicu- 
laire illimitée OZ passe au-dessus de toute la ligne indéfinie 

ADEH MNT, composée des droites qui joignent deux à 

deux les sommets supérieurs déjà cités. 

Je trace les diagonales Do, ED', HE', NM\ TiY. 

La figure totale est, généralement, un hexagone qui est 
décomposé en An triangles, qui a au sommet A un angle 
rentrant à moins que ABC ne soit un triangle rectangle en 
B, et dont les cinq angles aux sommets 0, A, B, S, T, va- 
lent toujours sept angles droits. 

Or, la somme des six angles de cethexagoneT'OABST est 
égale à la somme de tous les angles de ces lin triangles, 
moins celle de tous les angles ayant pour sommets des 
points distincts des sommets de cet hexagone, c'est-à-dire 
égale à 

i Somme de tous les angles des n 
1 triangles égaux au triangle donné 
1 ABC, où par hypothèse la somme des 



trois angles serait 2 Dr - — x; 

Somme de tous les angles des 3 n 
autres triangles, dans laquelle v pro- 
venant de ce que la somme des trois 
-j- 1 x à n v ^ angles de chacun d'eux ne peut sur- 
passer deux angles droits, pourrait 
être nul ; 

Somme exacte de tous les angles 
~v . adjacents trois à trois aux 2 (n — 1) 
j sommets situés sur OZ et BY ailleurs 
\ qu au sommet T', 0, B, S ; 
/ Somme exacte de tous les angles 
-4x(/î' — 1) ' formés tout autour des n — i som- 
I mets intérieurs à l' hexagone T'OABST; 
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ou à 2 n — n x + §n — v — hn-\-h — lin -\- 1\, 
ou à 8 — nx — v angles droits, 

expression remarquable où, quelque petit que x soit sup- 
posé, nx peut croître avec le nombre entier n au delà de 
toute limite, et conséquemment bientôt au delà de 1, ce 
qui déjà suffit pour en conclure qu'on arriverait à un hexa- 
gone dont la somme des six angles serait inférieure à sept 
angles droits, tandis que ses cinq angles intérieurs 
en 0, À, B. S. T, valent ensemble cette quantité -là sans 
compter son sixième angle TT'O. Or cette absurdité persiste 
avec toute valeur de x, si petite quelle soit supposée; on 
ne la fera donc disparaître qu'en faisant x égal à zéro, 
c'est-à-dire que la somme des trois angles de tout triangle 
rectiligne quelconque ABC est exactement égale à deux 
angles droits. G. Q. F. D, 

COROLLAIRES. 

Les triangles ACD, DFE, EGH,.... MRN, NST, sont égaux 
au triangle ABC. La ligne ADEH.... MNT est une seule et 
même ligne droite. 

L'angle TT'O est droit, ainsi que tous les angles des 
quadrilatères OADD', D'DEE',... Si le triangle donné ABC 
était rectangle en B, la figure T'OABST deviendrait un 
quadrilatère T'OBS. 

Dans tout triangle rectangle, les deux angles aigus sont 
complémentaires. 

Dans tout triangle équilatéral, chaque angle vaut 

2 
les ~ d' un angle droit. 

2 
Un triangle isocèle qui a un angle égal aux -d'un angle 

droit, est équilatéral. 
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Deux triangles sont équiangles entre eux lorsqu'ils ont 
deux angles égaux chacun à chacun. 

Deux triangles isocèles qui ont un angle égal sont équi- 
angles entre eux. 

Dans un triangle, tout angle extérieur est égal à la 
somme dea deux angles intérieurs qui ne lui sont pas ad- 
jacents : car cet angle extérieur et cette somme ont le 
même supplément. 

Tout quadrilatère rectangle a ses quatre angles droits et 
ses côtés opposés égaux : selon l'usage, on le nomme sim- 
plement un rectangle. 

Lorsque deux droites sont perpendiculaires à une troi- 
sième, les droites qui joignent deux à deux les points pris 
sur l'une et sur Fautre de celles-là à égale distance de la 
troisième, sont toujours perpendiculaires aux deux pre- 
mières et égales à cette troisième. 

Le lieu géométrique, sur un plan, de tous les points 
également distants d'une droite et d'un même côté de 
celle-ci estime ligne droite. 

Dans tout polygone, convexe ou concave, la somme de 
tous ses angles est égale au produit de deux angles droits 
par l'excès du nombre des côtés sur deux. 

Dans tout polygone convexe dont on fait le tour en pro- 
longeant tous ses côtés dans le même sens, la somme de 
tous les angles extérieurs ainsi obtenus est égale à quatre 
angles droits. 

corollaire remarquable sur le polygone tel que nous 
l'avons défini. 

Dans tout polygone entièrement décomposé en triangles 
qui n'empiètent pas les uns sur les autres, le nombre des 
triangles plus 2 égalent le nombre des sommets placés 
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sur le 'périmètre de ce polygone^ plus le double du nombre 
des sommets situés dans son intérieur. 

Soient m le nombre des triangles, n le nombre des côtés 
du polygone, p le nombre des sommets placés sur son pé - 
rimètre mais distincts des siens, i le nombre des sommets 
situés dans son intérieur. 

La somme Sm 1 * de tous les angles des m triangles est 
égale à la somme 2 (n — 2) des angles du polygone, plus 
celle 2 p des angles adjacents aux p sommets placés sur 
son périmètre mais différents des siens, plus celle hi de 
tous les angles formés tout autour des i sommets situés 
dans son intérieur. 

On a donc : 

2m = 2rc — li + 2p + lii; 
d'où 

(1) m + 2 = {n+.p) + 2t. 

C.Q.F.D. 

Remarque. — Les raisons de cette formule sont les idées 
principales de l'addition des angles dans les démonstra- 
tions du théorème 2 ; 

n et p restant constants, si i augmentait de K unités, m 
devrait augmenter de 2K : c'est que le groupement d'an- 
gles adjacents tout autour d'un point produit une somme 
de quatre angles droits comme le total des six angles de 
deux triangles. 

En désignant 2n — 4 par 5, j'ai la formule 

(F) * = 2m — 2p — 4i (*) 

(*) Voici une application de cette formule à un polyèdre convexe quel- 
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SECONDE DÉMONSTRATION DE LA SOMME DES ANGLES 
DE TOUT TRIANGLE REGTILIGNE. 

Lemme 7. 

Sur un plan, une figure quelconque peut être entière- 
ment contenue dans un quadrilatère construit sur trois an- 
gles droits. 



X.T 



En effet, je puis d'abord tracer une ligne droite XY qui 
partage le plan en deux régions indé- 
finies et laisse dans l'une des deux 
toute la figure donnée. Puis, si j'ima- 
gine des perpendiculaires abaissées 
des divers points de la figure sur XY, 
Fig . g. il y en aura une oD plus éloignée que 




conque dont toutes les faces soient imaginées décomposées en triangles par 
des diagonales. 

Projetons-le sur un pian. 

Soient n le nombre des sommets de la projection polygonale du contour 
apparent, i le nombre des sommets de la face visible sans compter ceux qui 
appartiennent aussi à ce contour, m le nombre des triangles de cette face, 
i' le nombre des sommets de la face invisible, sans compter ceux qu'elle a 
de communs avec ce contour, m' le nombre des triangles de cette dernière 
face. 

On a les deux égalités : 



et m'+2 = n + 2i\ 
d'où 



pour la projection totale de la face visible; 
pour la projection totale de la face invisible ; 

(m -+- m') + 4 = 2 (n -f i + i'). 



Or, A étant le nombre de toutes les arêtes de ce polyèdre convexe; F, le 
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toutes les autres vers la droite, ainsi qu'une cF vers la 
gauche. 

Je mènerai à XY, à droite de oD, une perpendiculaire 
PQ d'une longueur supérieure à la plus grande des 
perpendiculaires précédentes. Du point Q je mènerai à PQ 
une perpendiculaire qui, d'après le lemme 3, passera au- 
dessus de toute la figure donnée et, d'après le lemme 6, 
viendra rencontrer la perpendiculaire TR élevée à XY à 
gauche de Fc, achevant ainsi un quadrilatère PQRT ayant 
trois angles droits et enveloppant toute la figure donnée. 

G. Q. F. D. 

Remarque. — En vue du théorème suivant, je prendrai 
pour figure un réseau composé de m fois un triangle quel- 
conque donné ABC et généralement de m! triangles diffé- 
rents de celui-là, réseau auquel je puis toujours supposer 
un périmètre convexe, du moins pour bien des combinai- 
sons réalisables avec cette condition. 

Je construirai sur trois angles droits un quadrilatère qui 
enveloppe ce réseau à mailles triangulaires et d'un péri- 
mètre convexe; parcourant ce dernier, j'en imaginerai 
tous les côtés prolongés dans le même sens jusqu'à leur 
rencontre avec ceux du quadrilatère enveloppant, il en ré- 
sultera de nouveaux polygones convexes décomposables 

nombre de toutes ses faces polygonales et S, celui de tous ses sommets, 

on a : 

t a ou | chaque face polygonale se décomposant par des diago- 
m + m = 2A — ~ 1 , j na j eg en autant de triangles qu'elle a d'arêtes, moins 2* 

et n + i+ï = S. 

En conséquence, 2A — 2F -f 4 = 2 S, 

ou A + 2 = F + S; 

c'est-à-dire que> dans tout polyèdre convexe, le nombre de toutes ses 
arêtes plus 2 } égalent le nombre de tous ses sommets, plus celui de toutes 
ses faces polygonales» 
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ensemble en m!' triangles au moyen de droites ou de diago- 
nales issues des divers sommets, réels ou supposés tels, 
du périmètre du réseau précité. Le choix de ces droites et 
de ces diagonales sera toujours fait en vue d'employer 
tout entiers les quatre angles droits représentant la somme 
de tous les angles formés autour de chaque sommet du 
périmètre du réseau précédent. 

La somme des trois angles de tout triangle rectiligne ne 
pouvant surpasser deux angles droits, la formule (F) 
montre que la somme s des quatre angles du quadrilatère 
ne peut être supérieure à 2m — mx + 2m! + 2m! " — 2p — 4î, 
la somme des trois angles de chacun des m triangles égaux 
étant supposée valoir 2 Dr - — x. 

Je me suis borné à un réseau de quatre triangles égaux 
juxtaposés par des côtés égaux, de manière 
que la somme des trois angles de chacun 
d'eux soit faite trois fois en trois points, qui 
seraient trois nouveaux sommets du périmètre 
9. convexe de ce réseau dans la supposition que 
cette somme fût égale à 2 Dr - — x. 

Dans cet exemple, comme on peut le vérifier sur la 
figure PQRT, on aurait : 

m = 4, m' = 0, m" = 16, p = 6, i = 6 , 
et s ne pourrait surpasser 

(a— ^) X 4 + 2x0 + 2x16 — 2x6 — 4 +6 
ou 4— kx. 

Plus simplement d'ailleurs, n étant le nombre des côtés 
d'un polygone convexe entièrement décomposé en triangles, 

5 
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parmi lesquels il y en aurait m égaux où la somme des 
trois angles de chacun serait supposée égale à 2 Dr - — x 9 
on peut affirmer à priori que la somme des n angles de 
ce polygone ne pourrait surpasser 2 Dr - (n— 2) — mx. 

Cela résulte, 1° de la décomposition du polygone en 
(ji — 2) triangles par le moyen de toutes les diagonales 
issues du même sommet ; 2 9 du théorème 1 ; 3° du terme 
négatif— mx que rien ne pourrait faire disparaître de la 
formule précédente, 2m — mx + 2m' + 2m" — 2 p — 41, 
à moins qu'on n'eût prouvé que ce est zéro. 

Théorème 2. 

Dans tout triangle rectiligne, la somme des trois angles 
est égale d deux angles droits» 

Soit un triangle quelconque ABC ; je dis que la somme 
de ses trois angles est égale à deux angles droits. 

Pour cela, comme elle ne peut être supérieure à cette 
quantité, il suffit de prouver qu'elle ne peut lui être infé- 
rieure ou être égale à 2 Dr - — x, quelque petit que x soit 
supposé. 

1° Dans ce but, j'imagine un réseau composé de m fois 
le triangle donné ABC et, généralement, d'autres triangles 
différents de celui-là, le tout enveloppé dans un quadrila- 
tère H 1 à trois angles droits, dont les parties extérieures 
à ce réseau seront décomposées en triangles. 2 Dr - — x re- 
présentant par hypothèse la somme des trois angles du 
triangle ABC, celle 5 des quatre angles du quadrilatère H 4 , 
ne pourrait surpasser Zi Dr — mx. 

2° Maintenant je pourrais imaginer un réseau de ml 
quadrilatères égaux àH A , et, au besoin, de triangles plus 
ou moins nombreux- 
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Pour présenter au moins une combinaison réalisable, je 
conçois quatre quadrilatères égaux à H, juxtaposés tout 
autour d'un même point par leurs angles droits opposés 
aux quatrièmes angles d'une grandeur encore incertaine 
mais au plus égale à un angle droit. On aura ainsi un nou- 
veau quadrilatère équiangle V t dont la somme des quatre 
angles ne pourrait surpasser â Dr - — hmx. 

Je pourrais concevoir un réseau contenant plusieurs fois 
le quadrilatère V 4 , mais je me bornerai à envelopper V, 
dans un quadrilatère H 2 à trois angles droits dont la somme 
des quatre angles ne pourrait non plus surpasser 4 Dr — 
hmx. 

3° Je passe à la juxtaposition, analogue à la précédente, 
de quatre quadrilatères égaux à H 2 , laquelle détermine un 
second quadrilatère V, dont la somme des quatre angles 
ne pourrait surpasser h — 4 2 m# , ainsi que celle des quatre 
angles du quadrilatère H 3 à trois angles droits qui contien- 
drait V, tout entier, et ainsi de suite indéfiniment. 

4° Au bout de n opérations semblables, j'arriverai à un 
quadrilatère équiangle V n , ou à un quadrilatère à trois an- 
gles droits H n+1 dont la somme des quatre angles ne pour- 
rait surpasser 4 Dr ' — Ifmx* 

Or, h n mx croissant indéfiniment, quelque petit que soit 
x, avec la valeur entière de m et surtout avec celle de 
l'exposant n, on finirait par arriver à un quadrilatère dont 
la somme des quatre angles serait négative : absurdité qui 
persiste avec toute valeur de #, si petite qu'elle soit sup- 
posée. 

Il faut donc que x soit nul, et qu'ainsi la somme des 
trois angles de tout triangle rectiligne quelconque ÂBG soit 
exactement égale à deux angles droits. 

G. Q> F. D> 
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Corollaire. 



n étant un nombre entier quelconque, on peut faire un 
triangle équiangle avec un triangle donné ABC, ayant des 
côtés n fois aussi grands respectivement que ceux de ABC et 
contenant celui-ci un nombre de fois marqué par le carré 
de n. 



TROISIÈME DEMONSTRATION DE LA SOMME DES ANGLES 
DE TOUT TRIANGLE REGTILIGNE. 

Lemme 8. 

La somme des quatre angles de tout quadrilatère qui en 
contient un autre tout entier, ne peut surpasser celle des 
quatre angles de F autre. 

Soit ABGD un quadrilatère composé d'un second AFED 
dont la somme des angles serait 4 Dr * — #> et d'un 
c troisième FBGE dont la somme des angles serait 
h — y. Celle des quatre angles de ABCD serait 
4 ! donc A— x+k~- y— 2 Dr - x2 ou 4 Dr> — x— y, et 

A. D 

m „ 10 conséquemment ne saurait surpasser celle des 
angles de AFED. 



Théorème 2. 

Dans tout triangle rectangle M somme des trois angles est 
égale à deux angles droits. 
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Soit le triangle rectangle ABC ; je dis que la somme de 
x ses trois angles est égale à 2 Dr - . Pour cela, comme 
elle ne peut être supérieure à cette quantité, il 
suffit de prouver qu'elle ne peut lui être infé- 
rieure, ou être égale à 2 Dr - — x 9 quelque petit que 
x soit supposé. 

Dans ce but, sur le plan du triangle ABC j'élève 
du sommet G la perpendiculaire indéfinie GY au 
côté GA, et je prolonge indéfiniment l'autre côté 
AB de l'angle droit de ce triangle. Sur ce prolo.n- 



fk if. gementBXje prends BBj = AB = B t B 2 = ,en 

un mot, un nombre indéfini n — 1 de parties égales au 

côté AB. Des points B,B l9 B 2 , je mène à la droite AX 

des perpendiculaires qui toutes, d'après le second principe 
de continuité, rencontreront CY. 

D'après le lemme 3, les perpendiculaires, AG, BE, 

BE B E. , Bn^En-i' Ke peuvent être inférieures 

à celles qui précèdent chacune d'elles. Par suite les 
quadrilatères successifs de la figure doivent contenir 
chacun le premier BACE. 

En conséquence, d'après le lemme 8, la somme des 
quatre angles de chacun de ceux-là ne peut surpasser la 
somme des angles du quadrilatère BAGE, laquelle ne pourrait 
être supérieure à Zi Dr - — x, 2 Dr -— x représentant par hypo- 
thèse la somme des trois angles du triangle rectangle ABC. 

Dès lors, la somme des quatre angles du quadrilatère 
total B n _ i ACE^ composé de n quadrilatères, ne pourrait 
surpasser 4/z — nx— % (n— 1). 2 ou h — nx angles droits, 
quantité qui finirait par devenir négative, parce que nx 
croîtrait au delà de toute limite avec n, quelque petit que x 
fût supposé. 

On ne peut donc faire disparaître cette absurdité qu'en 
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admettant que x est nul, et qu'ainsi la somme des trois 
angles de tout triangle rectiligne rectangle est égale à deux 
angles droits. G. Q. F. D. 

remarque. — On pourrait prolonger la figure au-dessous 
de GA et la doubler ainsi. 

On pourrait même la quadrupler ea la reproduisant à 
droite de AX. 

COROLLAIRE. 

Dans tout triangle rectiligne, acutangle ou obtusangle, 
la somme des trois angles est égale à deux angles droits. 

En eiFet, tout triangle est partagé en deux triangles rec- 
tangles par la perpendiculaire menée du sommet de son plus 
grand angle sur le côté opposé. Or, la somme des trois 
angles du triangle donné est égale à celle des six angles 
des deux triangles rectangles, moins les deux angles droits 
de ces derniers, c'est-à-dire, égale à 2 fois 2 Dr - — 2 ou 
à 2 angles droits. C. Q. F. D. 

THÉORÈME 3. 

Dans tout angle aigu aussi grand quon voudra, les 
perpendiculaires menées des points successifs dun de ses 
côtés sur l'autre croissent au delà de toute limite, ainsi que 
les distances de leurs pieds au sommet de F angle. 

Une suite de quantités telles que chacune soit double de la 
précédente croît, avec la première prise 
pour unité, comme la série des puis- 
sances de 2, c'est-à-dire, au delà de 
toute limite. 

D'après cela, si dans un angle 

aigu quelconque XAY je prends, à 

— partir de son sommet, sur son côté AX 

une longueur arbitraire AG , puis 
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AE = 2AC, et que des points G, E, je mène sur l'autre 
côté ÀY les perpendiculaires GB, ED, il suffira de prouver 
que ED = 2 CB et AD = 2 AB, pour confirmer bientôt l'exac- 
titude du théorème. 

Or, dans les triangles rectangles ABC, ADE, qui ont 

l'angle A commun, on a AGB =:AED. 

Si donc je mène GF perpendiculaire sur ED, les trian- 
gles rectangles ABC, GFE, seront égaux comme ayant l'hypo- 
ténuse égale, AG = CE, et un angle aigu égal AGB =AED ; 
par suite CB = EF et AB = GF. De plus, dans le triangle 
rectangle GFE l'angle AED, ou son égal AGB est le complé- 
ment de ECF : donc l'angle BGF est droit. 

Dès lors BGD a pour complément DGF. Mais dans le tri- 
angle rectangle GFD CDF a aussi pour complément DGF : 

donc BGD = CDF. Il en résulte que les triangles rectangles 
GBD, GFD, sont égaux. Par suite GB = FD et BD = GF ; et 
comme déjà CB = EF et AB = CF, on en conclut que 
ED = 2GBetAD = 2AB. 

De même, si l'on prenait sur AX AE' = 2 AE et qu'on 

abaissât sur AY la perpendiculaire E' D', on aurait E' D' = 

2ED = 4GB ou 2\ GB et AD'=2 KD=!i AB ou 2 2 . AB, 

et ainsi de suite. C.Q.F.D. 

COROLLAIRE. 

Deux droites indéfinies, l'une oblique et l'autre per- 
pendiculaire à une troisième, doivent se rencontrer. 

Par exemple, deux droites indéfinies, Fane AX oblique et 
l'autre GH perpendiculaire à une troisième AY, doivent se 
rencontrer du côté où l'oblique fait un angle aigu XAY vers 
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la perpendiculaire. Car les distances du sommet A de cet 
angle aux pieds des perpendiculaires menées des points de 
l'oblique illimitée AX sur la droite indéfinie AY, croissent 
au delà de toute limite, et conséquemment bientôt au delà 
de la longueur AG quelque grande qu'elle soit. 

11 faut donc que parmi ces perpendiculaires il y en ait, 
puis toutes les autres à leur suite, qui tombent à droite de 
la perpendiculaire GH, et sans rencontrer celle-ci, puisque 
d'un même point d'un plan on ne peut mener sur une 
même droite deux perpendiculaires différentes. 

Par conséquent, l'oblique illimitée AX a aussi des points 
en nombre indéfini à droite de la perpendiculaire GH ; donc 
dans sa marche continue elle rencontre cette dernière, et 
du côté où elle forme avec AY un angle aigu vers GH. 

remarque. — Si l'on trouvait AG compris entre 17 AB et 
18 AB par exemple, le point de rencontre des droites AX,GH, 
serait lui-même compris, 

1° Sur AX, à partir du sommet A, entre 17 AG et 18 AG; 

2° sur GH, à partir du pied G, entre 17 BG et 18 BG. 

SECONDE DÉMONSTRATION DU DERNIER COROLLAIRE. 

Les deux droites indéfinies, l'une AX oblique et ï autre 
GH perpendiculaire à une troisième AG, doivent se rencon- 
trer. 

Pour le prouver, du pied de l'oblique faisant un angle 
aigu XAG vers GH je mène à la droite AG une perpendicu- 
laire AK, qui du même côté que GH et AX sera à gauche de 
cette oblique-ci. 

Les deux droites AK, GH, étant perpendiculaires à une 
troisième AG, les droites qui joignent deux à deux les 
points pris sur Tune et l'autre de celles-là à égale distance 
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de la troisième, sont constamment perpendiculaires aux 
deux premières et égales à cette troisième AG. 

Mais les perpendiculaires menées des points successifs 
de AX sur AK croîtront au delà de toute limite, ainsi que 
les distances de leurs pieds au sommet A. 

Elles se superposeront donc sur les précédentes toujours 
égales à G A qu'elles surpasseront bientôt en longueur. 

Dès lors, il est évident que l'oblique AX finira par passer 
à gauche de la perpendiculaire GH après l'avoir coupée. 

C.Q.F.D. 

CHAPITRE DE LA THÉORIE DES PARALLÈLES. 

définition. — Deux droites sont dites parallèles lorsque 
situées sur un même plan elles ne peuvent se rencontrer à 
quelque distance qu'on les prolonge. 

THÉORÈME 4. 

Sur un plan deux droites perpendiculaires à une troi- 
sième sont parallèles. 

En d'autres termes, elles ne peuvent se rencontrer, puis- 
que d'aucun même point du plan on ne peut mener deux 
perpendiculaires différentes sur la troisième droite. 

théorème 5. 

Par un point extérieur à une droite on peut lui mener 
Une parallèle, mais on ne peut lui en mener qu'une. 
Soient une droite AB et un point qui lui est extérieur; 

je dis que par ce point on 
peut mener une parallèle à 
cette droite et une seule. 

1° Je tire du point la 
perpendiculaire OC sur AB et 
la perpendiculaire OD sur OC. 
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Les deux droites OD, AB, sont parallèles comme perpen- 
diculaires à la môme droite OC. 

2° Toute autre droite OR distincte de la perpendicu- 
laire OD et passant aussi par le point sera oblique à 
la droite OC, et conséquemment devra rencontrer la 
droite AB perpendiculaire à OC, du côté où l'oblique fait un 
angle aigu ROC vers AB, conformément au corollaire du 
théorème 3. 

On ne peut donc mener par le point que la seule pa- 
rallèle OD à la droite AB. G. Q. F. D. 

Le reste de la théorie des parallèles s'achève facilement. 



Dans les premières rédactions remises le 5 juillet 1869 
à Messieurs les membres de la section de Géométrie à V Aca- 
démie des sciences, Institut de France, je n'ai donné ni le 
lemme 4, ni les deux principes de continuité, ni la se- 
conde et la troisième démonstration du théorème 2. 

Fig. 7. Voici comment dans la première démonstration 
de ce théorème je prouvais alors que l'espace d'abord vide 
et ouvert entre la droite OZ, la perpendiculaire OA et la 
ligne indéfinie ADEH... MNT, pouvait être rempli et fermé, 
d'une infinité de manières, avec des triangles en même 
nombre et en même disposition que les triangles précé- 
demment rangés. 

La somme des angles du triangle ABC étant égale par 
hypothèse à 2 Dr - — x et celle des angles du triangle ACD, 
au plus à 2 Dr? , la somme de leurs six angles adjacents trois à 
trois aux points G et D vaudrait donc au plus 4 Dr > — x ; or 
celle des trois angles adjacents en G vaut déjà 2 Dr - , donc 
celle des trois angles adjacents en D et situés au-dessous de 
la ligne ADE, vaudrait au plus 2 Dr - — x : il en serait donc de 
même de celle des angles DAi, ADw, du quadrilatère rectan- 
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gle kiuD formé par les hauteurs égales Ai, Du des deux 

triangles égaux ABC, DGF. 

1° La ligne indéfinie ADEH... . MNT serait donc une ligne 

brisée régulière tournant sa concavité vers BY, c'est-à-dire, 

une ligne plane convexe dont tous les angles saillants sont 

égaux, ainsi que tous les côtés. 

1 
2° L'angle DM serait aigu comme valant - de (2 Dr - — x) , 

et par suite son supplément DAO serait obtus, tandis que 
l'angle AOZ est droit. 

Les droites AD, OZ, indéfiniment prolongées de droite à 
gauche ne sauraient donc se rencontrer dans ce sens-là. 
A plus forte raison, les prolongements dans ce même sens de 
tous les autres côtés de la ligne brisée régulière considérée 
à gauche de (M, ne pourraient-ils pas rencontrer OZ de ce 
côté- là, ni non plus à droite de Oi, puisqu'ils sont à gauche 
de cette dernière perpendiculaire ? Si donc les directions 
indéfinies des côtés de la ligne brisée régulière pouvaient 
rencontrer ZO, ce ne pourrait être que par leurs prolonge- 
ments effectués de gauche à droite ; et comme ces prolon- 
gements à partir de celui de TN seraient au-dessous les 
uns des autres, leurs points de rencontre avec ZO, que je 
désignerai par P, P', P",.... (Fig. 14) reculeraient successi- 
vement vers la droite. 

Dans le cas où les premiers de ces points seraient à 
gauche du point 0, il suffirait de joindre T à un point T 
situé sur la ligne OZ à gauche de la rencontre P de cette 
ligne avec le prolongement de TN; puis IN à un point IN' 
compris sur OZ entre T' et P; ensuite M à un point M' 
compris sur OZ entre N' et P',.... et ainsi de suite. 
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Les quadrilatères ainsi obtenus T'TNN', N'NMM', 

seraient certainement convexes; et Ton pourrait les par- 
tager en triangles soit par les diagonales TN', NM', 

soit par les diagonales NT', MN\ 

Si plusieurs des points de rencontre en question, ou 
même tous passaient sur ZO à droite du point 0, plus ou 
moins loin, ou même à l'infini, il régnerait la plus com- 
plète indétermination dans le choix des points... H', E', D', 
assujettis à la seule condition de se suivre sur ZO de gau- 
che à droite dans le même ordre que les sommets corres- 
pondants H, E, D. 

La construction générale est donc indépendante de la 
rencontre ou de la non-rencontre problématique des droi- 
tes TN, NM,.... HE, ED, DA avec ZO. 

Ne pas l'admettre, c'est rejeter l'idée naturelle de la di- 
rection de la ligne droite qui comprend implicitement et 
nécessairement mon lemme 6, second principe de conti- 
nuité, tout aussi bien que le postulatum d'Euclide ou celui 
du programme universitaire. S'il y a rigueur de ce côté-ci, 
il y a également rigueur de l'autre. 

Primitivement, au lieu du théorème 2, j'ai démontré le 
théorème suivant et son corollaire dans une rédaction 
aussi remise à l'Académie des sciences. 

Dans tout quadrilatère rectangle, la somme des quatre 
angles est égale à quatre angles droits, 
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Soit un quadrilatère rectangle ÀBCD ayant le côté BC 
adjacent à deux angles droits B et C et à deux côtés 
égaux BA, CD ; je dis que la somme de ses quatre angles 
est égale à quatre angles droits. Pour cela, comme elle ne 
peut être supérieure à cette quantité, il suffît de prouver 
qu'elle ne peut lui être inférieure, ou être égale à 4 Dr> — x 
quelque petit que x soit supposé. 

Dans ce but, sur la direction indéfinie BY du côté BG de 
ce quadrilatère je puis disposer semblablement de droite à 
gauche, en contact et à la file les uns des autres, un nombre 
indéfini n de quadrilatères égaux à celui-là, y compris 
lui-même. 

Sur le prolongement, dans le sens BÀ, du côté ainsi 
nommé du quadrilatère ABCD je prends un point à une 
distance quelconque du sommet A, et par ce point je mène 
à la droite BO la perpendiculaire illimitée OZ qui, d'après 
le lemme 3 et ses corollaires, doit passer au-dessus de 
toute la ligne indéfinie ADEH.... MNT. 

Il en résulte un espace vide et ouvert qu'on peut, d'une 
infinité de manières, remplir et fermer avec des quadrila- 
tères en même nombre et en même disposition que les 
quadrilatères rectangles précédemment rangés. Le lemme 6, 
qu'il est impossible de ne pas admettre immédiatement à 
la simple lecture, ne laisse aucun doute à cet égard-là. 

Il existe donc toujours, quel que soit le nombre n, un 
pentagone TOBST composé de deux rangées de n quadrila- 
tères chacune, pentagone qui pourrait avoir au point T un 
angle rentrant. 

Or, la somme de ses cinq angles est égale à celle de tous 
les angles des 2 n quadrilatères, moins celle de tous les 
angles ayant pour sommets des points distincts des cinq 
sommets du pentagone, c'est-à-dire, égale à 



(A — x)xn 



+ lin 



— 2x(2n— 1) 
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Somme de tous les angles des n 
quadrilatères rectangles égaux 
ABGD où, par hypothèse, la somme 
des quatre angles serait Zi D — x\ 

Somme de tous les angles des n 
autres quadrilatères plus ou moins 
indéterminés dans leurs formes, 
somme où v pourrait être nul ; 

Somme exacte de tous les angles 
adjacents deux à deux aux 2 n — 1 
sommets dont l'un est A et les autres, 
sur OZ etBY ailleurs qu enT',0,B,S; 

Somme exacte de tous les angles 
~- kx{n — 1) , } formés tout autour des n — 1 som- 
! mets intérieurs au pentagone ; 

ou à lin — nx + hn — v — in + 2 — lin-\- b, 

ou à 6 — nx — v angles droits : 

expression remarquable où, quelque petit que x soit sup- 
posé, nx peut croître avec le nombre entier n au delà de 
toute limite, et conséquemment bientôt au delà de 3. On 
arriverait donc à un pentagone T'OBST dont la somme des 
cinq angles serait inférieure à 3 angles droits, tandis que 
déjà ses trois angles en 0, B, S, valent ensemble cette 
quantité-là. Or cette absurdité persiste avec toute valeur 
de x 9 si petite qu'elle soit supposée ; il faut donc que x soit 
nul, et qu'ainsi la somme des angles de tout quadrila- 
tère rectangle soit exactement égale à quatre angles droits. 

COROLLAIRES. 

La ligne indéfinie ADEH M1NT est une seule et même 



ligne droite perpendiculaire à BO, et conséquemment ne 
pouvant rencontrer OZ qui est aussi perpendiculaire à BO. 

Tout triangle rectangle est la moitié d'un quadrilatère 
rectangle construit sur les côtés de l'angle droit du pre- 
mier, et par conséquent la somme de ses trois angles 
est égale à deux angles droits. 

On en déduit une égale valeur pour la somme des angles 
de tout triangle rectiligne acutangle ou obtusangle, comme 
nous avons eu précédemmemt occasion de le faire. 

REMARQUE. 

Nous plaçons ici certains détails d'abord omis à dessein 
pour tendre directement vers le but essentiel. 

Fig. 15. Dans le quadrilatère rectangle ABGD ses angles 
DABj ADG, vaudraient ensemble 2 DR - — x; et comme ils sont 
égaux et que x est supposé différent de zéro, chacun d'eux 

serait aigu ; le supplément OAD de DAB serait donc obtus 
tandis que l'angle AOZ est droit. 

Les droites AD, OZ, indéfiniment prolongées de droite à 
gauche ne sauraient donc se rencontrer dans ce sens-là. A 
plus forte raison, les prolongements dans ce même sens de 

tous les autres côtés de la ligne brisée régulière ADEH 

MNT, dont tous les angles saillants, ouverts du côté de BY, 
seraient égaux à 2 DR — -x, ne pourraient-ils pas rencontrer 
OZ à gauche de BO, ni non plus à droite de BO, puisqu'ils 
sont à gauche de cette perpendiculaire? 

C'est donc seulement par leurs prolongements effectués 
de gauche à droite, que les directions indéfinies des côtés 
de la ligne brisée régulière pourraient rencontrer la droite 
ZO; et comme ces prolongements à partir de celui de TN 
seraient au-dessous les uns des autres, etc. etc. , littérale- 
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ment, à partir de ces derniers mots, fig. 14, comme à la 
précédente remarque analogue des pages 33 et 34. 

Surtout ne pas perdre de vue que les pieds des perpen- 
diculaires menées des points successifs de OZ sur BY, s'éloi- 
gnent de plus en plus du point B au delà de toute limite 
considérée sur BY, et que par suite la droite indéfinie OZ 
ne cesse jamais de recouvrir la droite illimitée BY. 

Du reste, à ce sujet il ne saurait y avoir la moindre incer- 
titude d'après notre lemme 6. 

Je donne ici, comme indication de la marche progressive 
de mes idées, ma première rédaction du lemme 6. 

Sur un plan, lorsque deux droites sont perpendiculaires à 
une troisième, les pieds des perpendiculaires abaissées des 
points de Vune de celles-là sur Vautre, s'éloignent continue- 
ment et au delà de toute limite du pied de la troisième. 
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Fig. i6. 



Sur un plan soient deux droites OZ, BY, perpendiculaires 
à une troisième iO; je dis que les pieds cl, e des perpen- 
diculaires M, Ee abaissées des points successifs de la 

première droite OZ sur la seconde BY, s'éloignent continue- 
ment et au delà de toute limite du pied i de la troisième iO. 

D'abord, ils' s'éloignent continuement de i d'après le 
lemme 5. 

Ensuite, ils s'en éloignent au delà de toute limite : car 
s'ils pouvaient rester tous sur BY en deçà d'un point- 
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limite m, les perpendiculaires menées à BY des points situés 
sur OZ à une distance indéfinie de tendraient à se rappro- 
cher de plus en plus d'une perpendiculaire-limite mM et, 
d'après le lemme 4, à faire avec OZ un angle indéfiniment 
décroissant, mais jamais nul, si ce n'est à l'infini et pour 
mM qui en réalité convergerait vers la direction OZ sans 
jamais la rencontrer. Gela posé, je prends Oi' =:i0 sur le 
prolongement de io. Par le point i f je mène inv perpendicu- 
laire à iï ; je prends ira =im et je trace m'M! perpendicu- 
lairement à i'm'. ZO sera un axe de symétrie de la figure 
Mmiï m f M'ZO. 

Autour de la droite mM je fais tourner cette figure pour 
la rabattre sur la gauche du plan. 

mM sera un axe de symétrie de la figure totale qui sera 
fermée latéralement par les lignes droites ii\ i!'i!\ et infé- 
rieurement par les droites mï\ mi, qui seront dans le pro- 
longement l'une cle l'autre; mais cette figure totale, d'après 
la supposition primitive, aurait une ouverture entre la ligne 
m'M' et sa symétrique m"M /7 , lesquelles devraient même être 
extérieures à cette figure fermée par la droite m"m ! * 

Les cinq lignes droites mM, OZ,m'M', m"M'\ O'Z', conver- 
geraient, deux à deux consécutivement, l'une vers l'autre 
sans jamais pouvoir se rencontrer. 

Ce résultat est tellement en contradiction avec la nature 
du plan et celle de la ligne droite qu'on peut se hâter de 
conclure que la supposition primitive est fausse, et qu'ainsi 
les pieds des perpendiculaires abaissées des points succes- 
sifs de la première droite OZ sur la seconde BY, s'éloignent 
au delà de toute limite du pied i de la troisième iO à laquelle 
ces deux-là sont, par hypothèse, perpendiculaires. 
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COROLLAIRE. 



Sur un plan indéfini, lorsque deux droites illimitées sont 
perpendiculaires à une troisième, toutes les perpendiculaires 
à la première de celles-là doivent, prolongées indéfiniment, 
rencontrer la seconde. 

DÉMONSTRATION DIRECTE DU POSTULATUM d'eUCLIDE* 




Sur un plan, deux droites indéfinies dont Vune est oblique et 
(autre, perpendiculaire à une troisième, doivent se rencontrer. 

Soient deux droites indéfinies dont Tune CH est oblique 
et l'autre BA, perpendiculaire à une 
troisième GB; je dis que l'oblique GH 
doit rencontrer la perpendiculaire BA. 

En effet, parmi toutes les droites pas- 
sant par le point G et prolongées dans 
le même sens que BA, il y en a certaine- 
^g ment une qui sépare celles qui coupent 
Fig 17> la ligne A.B de celles qui ne la coupent 

pas, et qui est ainsi la droite-limite des sécantes de BA, 
comme elle l'est de ses non-sécantes, issues du point G 
ainsi que les précédentes. Or, s'il était prouvé que cette 
droite-limite fût perpendiculaire à GB, le théorème serait 
démontré. Voyons donc si elle pourrait être oblique à GB, 
par exemple, dans la position CD, sous l'angle aigu DGB. 
1° Cette droite-limite GD ferait un angle nul avec la per- 
pendiculaire BA, qu'elle ne rencontrerait qu'à l'infini. 

Malgré cela, l'idée de cet angle nul n'aurait ici rien de 
vague. 
En effet, l'angle intérieur formé par la ligne fixe BA et 
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par sa sécante issue du point G et variable de position, à 
mesure que celle-ci passerait par des points de BA indéfini- 
ment éloignés de B, irait en décroissant sans cesse et en 
Rapprochant de plus en plus de la limite zéro, d'après le 
lemme h. 

Or, pour toute situation particulière de cette sécante, il 
existerait toujours, en tous les points de la ligne fixe BA, 
des droites auxiliaires formant toutes avec cette ligne, d'un 
même côté et dans le même sens, des angles égaux à l'angle 
aigu que feraient ensemble cette même ligne BÀ et sa 
sécante considérée. 

En passant de celle-ci à la suivante vers le haut, on ver- 
rait toutes ces droites auxiliaires tourner, vers AB et dans 
le sens GB, de la même quantité autour des sommets des 
angles égaux qui auraient diminué, et ainsi de suite indé- 
finiment. 

Enfin, pour la droite-limite CD, ces mêmes droites vien- 
draient toutes s'appliquer sur AB, en attestant ainsi que 
l'angle variable atteint la limite zéro vers laquelle il ten- 
dait, et conséquemment que l'angle formé par BA et par 
CD est exactement nul. 

2° La distance de l' oblique-limite CD et de la perpendi- 
culaire BA, irait en décroissant de plus en plus jusqu'à la 
limite zéro qu'elle n'atteindrait qu'à l'infini. 

En effet, soit CE une sécante quelconque de BA, issue 
du point C. Du point B je pourrais mener sur CE une per- 
pendiculaire Bb 1 qui tomberait au dedans de l'angle aigu 
E cB ; puis de b 1 sur BA une perpendiculaire b x 6 2 , qui serait 

dans l'intérieur de l'angle aigu ^BA, et ainsi de suite, 

des perpendiculaires alternativement sur les droites CE, BA. 

Ces perpendiculaires, successivement obliques les unes 
par rapport aux autres, iraient en diminuant de plus en plus 
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Il en serait donc de même de celles qui seraient tirées sur 
BÀ de points déterminés de CE, et même de tous les points 
successifs de CE d'après le théorème 1 et les lemmes 5 et 3 
et suivant une construction pointillée sur la figure. De plus, 
ces perpendiculaires continueraient à décroître jusqu'à la 
limite zéro, précisément atteinte au sommet même de l'angle 
GEB formé par AB et par sa sécante EG. 

Conformément à la loi de continuité, la droite CD comme 
limite des sécantes de BA doit participer à toute propriété 
commune à ces dernières, et par conséquent à la précédente. 

Mais comme CD ne rencontrerait BA qu'à l'infini, la dis- 
tance de ces deux droites qui décroîtrait de plus en plus 
n'atteindrait sa limite zéro qu'à l'infini même. 

Transportons-nous doncpar la pensée à l'endroit du plan 
où cette distance serait moindre qu'un décillionième de mil- 
limètre. Le fil de soie le plus délié, tendu d'un point de 
cette distance-là à un point de celle qui en serait immensé- 
ment éloignée, couvrirait bien plus que cet étroit espace 
compris entre BA et CD et s' étendant à perte de vue. 

Cependant la distance de ces deux droites pourrait devenir 
bien plus petite encore, par exemple, inférieure successive- 
ment au carré, au cube, à la quatrième puissance...... d'un 

décillionième de millimètre, et ainsi de suite indéfiniment. 

Imaginons un angle aussi petit et aussi près de s'annuler 
qu'on voudra. Dans .ces régions que nous venons de consi- 
dérer, plaçons-en le sommet et un côté sur la droite fixe 
BA, de manière que cet angle s'ouvre vers CB ; son autre côté 
sortirait bientôt de cet espace infiniment effilé entre BA et 
CD, réductible à l'infini à n'avoir plus de largeur d'autant 
plus que ces deux droites qui le comprennent y feraient 
entre elles une distance nulle et un angle nul, comme nous 
l'avons prouvé. 



— 43 — 

Ajoutons à cela que toutes les lignes droites, en nombre 
infini et en suite continue, qui joindraient tous les points 
de GB au point situé sur BA à l'infini et qui seraient entre BA 
et CD, traverseraient toutes cet étroit espace en se côtoyant 
successivement les unes les autres, et en faisant deux à 
deux quelconques une distance nulle et un angle nul à 
l'infini. 

Continuons, par la pensée vers l'infini, à voir cet espace 
se rétrécir jusqu'à se réduire à une ligne sans largeur qui 
n'aurait plus que longueur, et qui ne serait autre que la- 
droite fixe BA, considérée dans ses derniers éléments. 

Toutes ces lignes droites, les deux extrêmes BA, CD, et 
toutes les intermédiaires dont il s'agit, se rencontrant à l'in- 
fini sous une distance nulle et sous un angle nul finiraient 
donc par confondre ensemble leurs derniers éléments recti- 
lignes, et par suite tous leurs éléments, c'est-à-dire, par 
coïncider toutes ensemble dans toute leur étendue, puisque 
deux droites qui ont une partie commune, même infiniment 
petite, n'en font qu'une. 

On pourrait même voir BA et CD dans les mêmes circon- 
stances que ces droites intermédiaires-là, pour lesquelles la 
conclusion semble encore plus pressante et plus décisive. 
Car avec un peu d'attention on s'assure que toutes les lignes 
droites qui joindraient un point situé sur BA à l'infini à tous 
les autres points de la ligne indéfinie CB qui sont à droite 
de B et à gauche de G, feraient chacune avec BA une dis- 
tance nulle et un angle nul à l'infini, et par conséquent 
coïncideraient entièrement avecBA. 

Or, toutes ces droites qui logiquement devraient coïncider 
sont distinctes, puisqu'elles partent de points différents. 
Donc la supposition d'où l'on est parti, que la limite de 
séparation entre les sécantes de BA et ses non-sécantes, 
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issues de G, serait une oblique à CB, est fausse ; donc cette 
droite-limite est nécessairement perpendiculaire à GB au 
point G : c'est dire en même temps que toutes les obliques 
menées de G à la droite GB doivent rencontrer la perpendi- 
culaire BA à GB. C.Q.F.D. 

REMARQUE. 

Cette démonstration pourrait être abrégée à partir de ces 
mots, « transportons-nous donc par la pensée, » comme nous 
l'avons fait à l'aide de l'axiome 2 pour le lemme 6. 

Les remarques qui suivent ce dernier pourraient aussi 
être rattachées à cette même démonstration. 

AUTRE DÉMONSTRATION DU POSTULATUM d'eUCLIDE. 

1° Prouver, comme nous l'avons fait complètement à 
l'occasion du lemme 6, que sur un plan lorsque deux droites 
se coupent obliquement, les pieds des perpendiculaires 
menées des points successifs de l'une sur l'autre, s'éloignent 
continuement et au delà de toute limite de leur point d'in- 
tersection ; 

2° En déduire comme corollaire le postulatum d'Euclide. 

On voit, par la variété de nos démonstrations de ce postu- 
latum, que nos idées sont bien dans la nature intime des 
choses et dans l'essence de la vérité qu'il s'agit de démon- 
trer. 



FM. 



263. -- * l atïs. — - imprimerie Cdsset et C e , rue Racine, M. 





A LA MÊME LIBRAIRIE 



Éléments d'algèbre, par M. Le Bourg de l'Épine, 4 vol. 
in-8° 16 IV. 50 

Théorie générale de l'élimination par M. le ^chevalier Fr. Faa 
de Bruno, docteur es sciences de la Faculté de Paris, pro- 
fesseur a l'Université de Turin, 1 volume in-8°. ... 7 fr. 5o 

Exercices d'analyse numérique, par M. V. A. le Besguo, profes- 
seur honoraire de la Faculté des sciences de Bordeaux, membre 
correspondant de l'Institut, in-8°. 3 fr. 

Tables d'intégrales définies, par M. Bierens de Haan, publiées 
par l'Académie d'Amsterdam, 1 fort, volume in-4°. . . . 40 IV. 

Lacombe et Moîon. Nouveau manuel de l'escompteur, 1 volume 
in-12* . . . . . ■ , . . . 5 fi\ 

Les derniers progrès de la science, par M. Radau, 1 volume 
in-12 2 fr. 50. 

Histoire de l'homme préhistorique, anté et posïdiluvien, par 
M. L Bouriot, professeur de mathématiques au Lycée impé- 
rial de Colmar, etc., 1 volume in-8° % IV. 50 

Œuvres de Désargues, réunies et analysées par M. Poudra, 
officier supérieur d'état-major, ancien élève de l'École poly- 
technique, % volumes in-8°, avec figures 15 fr. 

Les ouvrages désignés ci- dessus sont envoyés franco dans toute 
la France contre mandats-poste. 




<3^l 




• Paris. —Imprimerie Gv&set et C'% rue R.adn<\ 2n. 



